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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befaf3t sich mit zwei neueren Modellen der Entscheidungs-
theorie, dem Choquet-Erwartungsnutzen und dem antizipierten Nutzen.

Die normative Entscheidungstheorie beschéftigt sich mit der Beschreibung ratio-
nalen Entscheidungsverhaltens. Dabei geht man von sogenannten Axiomen aus,
d.h. moglichst einfachen und plausiblen Annahmen, die als Grundlage rationalen
Handelns angesehen werden kénnen. Es wird untersucht, wie ein Individuum, das
gewisse Axiome fiir sich akzeptiert, sich in komplexen Entscheidungssituationen
verhalten sollte. Unter einer Axiomatisierung eines bestimmten entscheidungs-
theoretischen Modells versteht man das Aufstellen einer Reihe von Axiomen der-
art, dal die Akzeptanz dieser Axiome zu einem Entscheidungsverhalten gemé&fl
dem betrachteten Modell fiihrt.

Zu Beginn der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie im 17. und frithen
18. Jahrhundert war das géngige Modell das sogenannte Erwartungswert-Prinzip,
welches besagt, dafl Spiele oder Lotterien nach dem Erwartungswert des Gewinns
beurteilt werden sollten. Das sogenannte St. Petersburger Paradoxon zeigte je-
doch, dafl das Entscheidungsverhalten von Individuen durch die Maximierung des
Gewinnerwartungswertes nicht adédquat beschrieben werden kann. Beim St. Pe-
tersburger Paradoxon wird das folgende Spiel betrachtet. Eine faire Miinze wird
so lange geworfen, bis zum ersten Mal Zahl f&allt. Wenn Zahl das erste Mal beim
n-ten Wurf auftritt, erhélt der Spieler 2" DM. Fiir welchen Preis ist eine Person
bereit, an diesem Spiel teilzunehmen? Man kann zeigen, dafi der Erwartungswert
des Gewinns unabhéngig vom Einsatz unendlich ist. Sicher ist jedoch niemand
bereit, fiir die Teilnahme an einem solchen Spiel einen sehr hohen Betrag wie z.B.
1000.- DM zu bezahlen. Eine Lésung des St. Petersburger Paradoxons wurde von
Daniel Bernoulli (1738) vorgeschlagen. Bernoulli erklarte das St. Petersburger Pa-
radoxon mit der Annahme, dafl die entscheidenden Faktoren fiir die Bewertung
einer Lotterie nicht die Auszahlungen selbst seien, sondern der subjektiv emp-
fundene Wert oder Nutzen, den die Person von einer Auszahlung hat. Dement-
sprechend ist das angemessene Kriterium zur Beurteilung einer Lotterie nicht der
Erwartungswert der Auszahlung sondern eben der Erwartungswert des Nutzens
der moglichen Auszahlungen. Nach Bernoulli kann der Nutzen einer Auszahlung
durch den Logarithmus des erreichten Endvermogens beschrieben werden. Unter
diesen Annahmen kam Bernoulli zu einer Erklérung des St. Petersburger Parado-
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xons. Das Prinzip, Geldlotterien nach dem erwarteten Nutzen zu beurteilen, wird
als Erwartungsnutzen-Prinzip bezeichnet. Zu Ehren Bernoullis ist insbeondere in
der deutschen 6konomischen Literatur der Begriff Bernoulli- Prinzip verbreitet.

Eine solide axiomatische Grundlage erhielt das Erwartungsnutzen-Prinzip jedoch
erst 1944 mit der ersten Auflage von John von Neumann und Oskar Morgen-
stern ,, Theory of Games and Economic Behavior“. Hier findet sich erstmals ein
Axiomensystem, das ein Verhalten geméfl dem Erwartungsnutzen-Prinzip impli-
ziert. Der Beweis dieser Aussage fehlt dort jedoch noch und findet sich erst in
der zweiten Auflage von 1947. Obwohl sich die mathematische Formulierung der
Theorien bei von Neumann/Morgenstern und Bernoulli &hneln, besteht inhaltlich
ein wichtiger Unterschied. Wahrend Bernoulli Wahrscheinlichkeiten und Nutzen
als gegeben annimmt und davon ausgehend die Préferenzen zwischen Lotterien
definiert, gehen von Neumann/Morgenstern den umgekehrten Weg. Ausgangs-
punkt ist bei ihnen eine Préferenz des Entscheidungstrigers auf Lotterien. von
Neumann und Morgenstern zeigen, dafl unter gewissen Annahmen an die Eigen-
schaften der Préferenz, die sie als Axiome formulieren, eine Funktion u existiert,
so daf} die Préaferenz durch den Erwartungswert dieser Nutzenfunktion dargestellt
wird. Daher ist die Interpretation der Nutzenfunktion in beiden Modellen eine
vollig andere. Fiir Bernoulli hat die Nutzenfunktion eine Interpretation in dem
Sinne, daf} sie eine tatsdchliche Gegebenheit beschreibt, ndamlich den Nutzen, den
ein bestimmter Entscheidungstrager aus einem gewissen Geldbetrag zieht. In von
Neumann/Morgensterns Modell jedoch hat die Nutzenfunktion keine inhaltliche
Bedeutung. Sie ist lediglich ein mathematisches Konstrukt, das zur Beschreibung
der Priferenzen des Entscheidungstriagers dient.

Einen Schritt weiter in dieser Richtung geht Savage (1954). Wéhrend in von
Neumann/Morgensterns Modell die Wahrscheinlichkeiten noch als gegeben ange-
nommen werden, geht Savage von einer Formulierung des Entscheidungsproblems
aus, in der die verschiedenen moglichen Aktionen des Entscheidungstriagers in
Abhéngigkeit von sogenannten Umweltzustdnden bestimmte Konsequenzen lie-
fern. Ein einfaches Beispiel eines solchen Entscheidungsproblems ist eine Pfer-
dewette. Dabei sind die verschiedenen Aktionen die Wettmdoglichkeiten des Ent-
scheidungstragers, die Umweltzustédnde die moglichen Ausgénge des Rennens und
die Konsequenzen eben die resultierenden Auszahlungen an den Entscheidungs-
trager. Ausgehend von Axiomen an die Priaferenz des Entscheidungstragers leitet
Savage simultan eine Nutzenfunktion (auf den Konsequenzen) und ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl (auf den Umweltzustdnden) ab. Da dieses Wahrscheinlich-
keitsmaf} keine objektiven Wahrscheinlichkeiten beschreibt, sondern lediglich das
Vertrauen des Entscheidungstrédgers in das Eintreffen eines bestimmten Ereignis-
ses, bezeichnet man ein solches, aus Préaferenzen abgeleitetes Wahrscheinlichkeits-
mafl als subjektives Wahrscheinlichkeitsmaf. Da in Savages Theorie die Préfe-
renzen des Entscheidungstragers durch den Erwartungswert der Nutzenfunktion
beziiglich dieses subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafles bewertet werden, bezeich-
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net man sein Modell als subjektives Erwartungsnutzen-Modell.

Bereits Anfang der fiinfziger Jahre jedoch begann sich Kritik an diesen Mo-
dellen zu regen. Die von Allais (1953a,b) und Ellsberg (1961) konstruierten
Entscheidungsprobleme und nachfolgende empirische Untersuchungen zeigten,
da Verhaltensmuster existieren, die mit dem Erwartungsnutzen-Modell und
dem subjektivem-Erwartungsnutzen-Modell nicht adédquat beschrieben werden
konnen. Die Existenz solcher Verhaltensmuster ist fiir sich allein genommen noch
keine ernsthafte Kritik eines normativen Entscheidungsmodells. Entscheidungen,
die den Axiomen eines Modells widersprechen, sind damit erkldrbar, daf§ der
Entscheidungstriager eine komplexe Entscheidungssituation nicht iiberblickt oder
nicht angemessen analysiert hat. In empirischen Untersuchungen zeigte sich je-
doch, dafl Personen, die den Axiomen widersprechende Entscheidungen getroffen
hatten, auch nach einer genauen Analyse des Problems sowie Diskussion der Axio-
me nicht bereit waren, ihre Entscheidungen zu revidieren. Solche Beobachtungen
stellen nun aber in der Tat eine Herausforderung an eine Theorie dar, die fiir sich
in Anspruch nimmt, rationales Entscheidungsverhalten zu beschreiben.

In der Folgezeit wurden alternative Modelle entwickelt, die in der Lage waren,
gewisse hédufig beobachtete Verhaltensmuster zu erkldren. Grundidee einer Klas-
se dieser Modelle war, dal Wahrscheinlichkeiten transformiert werden, bevor sie
in eine Entscheidung eingehen, d.h. genau wie im Erwartungsnutzen-Prinzip die
Gewinne durch die Nutzenfunktion transformiert werden, sollten nun auch die
Wahrscheinlichkeiten durch eine sogenannte Verzerrungsfunktion transformiert
werden. Viele der entwickelten Modelle konnten zwar Phéanomene wie das Allais-
Paradox erkldren, hatten jedoch an anderer Stelle Defizite. Die erste Axiomati-
sierung eines Modells, das sowohl der Idee Rechnung trug, die Wahrscheinlich-
keiten transformiert in die Bewertung einer Lotterie eingehen zu lassen, als auch
vom normativen Standpunkt aus gesehen keine offensichtlichen Unzulénglichkei-
ten besaBl, gelang Quiggin (1982, erste Version 1979). Er bezeichnete sein Mo-
dell als ,, Antizipierter Nutzen* (,, Anticipated Utility“). Daneben sind heute auch
die Bezeichnungen ,Erwartungsnutzen mit rangabhingigen Wahrscheinlichkei-
ten® (,,Expected Utility with Rank Dependent Probabilities*) und ,, Rangabhéngi-
ger Erwartungsnutzen® (,,Rank Dependent Expected Utility*) verbreitet. Im fol-
genden sprechen wir kiirzer vom AU-Modell oder einfach von AU. Quiggin formu-
lierte seine Theorie fiir Entscheidungsprobleme unter Risiko, d.h. bei gegebenen
Wahrscheinlichkeiten. Wenig spéter entwickelte Schmeidler (1989, erste Version
1982) ein analoges Modell fiir Entscheidungsprobleme unter Unsicherheit, d.h. oh-
ne gegebene Wahrscheinlichkeiten. Schmeidlers Modell und nachfolgende Axio-
matisierungen dieses Modells bezeichnet man als ,,Choquet-Erwartungsnutzen*
(,,Choquet Expected Utility“) oder kiirzer als CEU-Modell.

Die Analogie der beiden Modelle wird vor allem in der mathematischen Formu-
lierung deutlich. Die verbindenden Begriffe sind Choquet-Kapazitdt und Choquet-
Integral. Choquet-Kapazitdten werden gelegentlich auch als nichtadditive Wahr-
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scheinlichkeitsmafie bezeichnet, da sie im Gegensatz zu Wahrscheinlichkeitsma-
Ben nicht mehr additiv sondern nur noch isoton beziiglich Teilmengenbeziehung
sind. Integration beziiglich solcher Choquet-Kapazitdten wurde zuerst von Cho-
quet (1953/54) definiert. Die Choquet-Integration stellt eine Verallgemeinerung
des Lebesgueschen Integralbegriffes dar. In CEU und in AU wird die Préaferenz-
relation des Entscheidungstréigers durch das Choquet-Integral einer Nutzenfunk-
tion beziiglich einer Choquet-Kapazitéit reprisentiert. In AU ist die Choquet-
Kapazitédt durch das transformierte Wahrscheinlichkeitsmafl gegeben, in CEU ist
sie die aus den Préferenzen des Entscheidungstriagers abgeleitete subjektive Be-
wertung der Ereignisse. Dafl die Analogie zwischen diesen beiden Modellen iiber
die mathematische Formulierung hinausgeht, zeigte Wakker (1990b). Er bewies,
dal CEU, erweitert um ein zusétzliches Axiom und angewendet auf Entschei-
dungsprobleme unter Risiko, mit AU identisch ist.

Ziel dieser Arbeit ist eine weitgehend parallele Untersuchung dieser beiden Mo-
delle auf der Grundlage der gemeinsamen mathematischen Formulierung.

Zum Aufbau dieser Arbeit. In Kapitel 1 stellen wir die entscheidungstheoretischen
Grundlagen dar, die dieser Arbeit zugrunde liegen. Wir geben die mathematische
Formulierung von Entscheidungsproblemen unter Unsicherheit und unter Risiko.
Es folgt eine kurze Darstellung des Erwartungsnutzen-Modells und des subjek-
tiven Erwartungsnutzen-Modells sowie eine Ubersicht iiber verschiedene Axio-
matisierungen des subjektiven Erwartungsnutzen-Modells. Danach gehen wir auf
die wichtigsten Kritikpunkte am Erwartungsnutzen-Modell ein. Wir stellen von
Neumann/Morgensterns Unabhéngigkeitsaxiom und Savages sure-thing principle
dar und zeigen wie in gewissen Entscheidungsproblemen (wie z.B. dem Allais-
oder Ellsberg-Paradox) gegen diese Axiome verstofen wird.

Die mathematischen Grundlagen zum Versténdnis des CEU- und des AU-Modells
werden in Kapitel 2 gelegt. Die grundlegenden Begriffe sind die der Choquet-
Kapazitit und des Choquet-Integrals. Wir geben die Definitionen von Choquet-
Kapazitdt und Choquet-Integral und wiederholen die wichtigsten Eigenschaften
des Choquet-Integrals. Wir formulieren dann den Satz iiber die Existenz eines as-
soziierter Wahrscheinlichkeitsmafle. Darunter verstehen wir ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf einem schwach geordnetem Raum derart, da8 fiir alle monoton wach-
senden Funktionen das Choquet-Integral beziiglich der Kapazitit und das Integral
beziiglich des assoziierten Wahrscheinlichkeitsmafles iibereinstimmen. Dieser Satz
erlaubt es uns, in vielen fiir die Anwendung wichtigen Situationen das Choquet-
Integral als Integral beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafles zu betrachten. Mit
Hilfe des Begriffs des assoziierten Wahrscheinlichkeitsmafies machen wir einen
Vorschlag fiir die Definition des Produktes zweier Choquet-Kapazititen. Wir zei-
gen, dafl das von uns vorgeschlagene Konzept viele schéne Eigenschaften besitzt
und eine natiirliche Verallgemeinerung des Produktes zweier Mafle darstellt. Au-
Berdem gilt, sofern man sich auf geeignete Funktionenklassen beschrinkt, der Satz
von Fubini auch fiir Produktkapazitdten. Anschlieend zeigen wir die Verbindung
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zwischen Choquet-Kapazitdten und den sogenannten unscharfen Maflen auf. Im
letzten Abschnitt des Kapitels finden sich die Beweise der zentralen Sétze dieses
Kapitels.

In Kapitel 3 geben wir zunsichst einen kleinen historischen Uberblick iiber die Ent-
wicklung des AU-Modells und seiner Vorgéinger. Nachdem die mathematischen
Grundlagen in Kapitel 2 gelegt wurden, konnen wir eine genaue mathematische
Formulierung des CEU- und des AU-Modells geben. Wir werden aulerdem zeigen,
dafl das CEU-Modell viele bekannten Entscheidungsregeln wie z.B. das Maximin-
Prinzip als Spezialfall enthélt. Ein eigener Abschnitt ist dem Zusammenhang
zwischen dem CEU-Modell und dem Maximin-Prinzip bei vager Vorinformation
gewidmet. Zwar ist weder das CEU-Modell Spezialfall des Maximin-Prinzips bei
vager Vorinformation noch umgekehrt, jedoch besteht ein enger Zusammenhang
zwischen diesen beiden Modellen. Anschliefend erlautern wir kurz, wie in AU
und CEU Phénomene wie das Allais- oder das Ellsberg-Paradox erklart werden
konnen.

Den Ausfithrungen in Kapitel 4 liegt die Arbeit Dyckerhoff und Mosler (1993)
zugrunde. Zentraler Gegenstand ist der Begriff der stochastischen Dominanz von
Kapazitédten. Stochastische Dominanz von Wahrscheinlichkeitsmaflen ermdoglicht
es im Erwartungsnutzen-Modell, Entscheidungen zwischen zwei gegebenen Alter-
nativen zu treffen, wenn nur bestimmte qualitative Eigenschaften der Nutzen-
funktion, wie z.B. Monotonie oder Konkavitdt bekannt sind. Wir verallgemei-
nern den Begriff der stochastischen Dominanz von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
Choquet-Kapazitiaten und zeigen, dafl viele der bekannten Resultate aus dem
Erwartungsnutzen-Modell auch in CEU und AU giiltig sind. Untersucht wer-
den verschiedene stochastische Dominanzrelationen. Im zweiten Abschnitt kon-
zentrieren wir uns auf Dominanzrelationen, die durch Ungleichungen zwischen
den Kapazitdten auf gewissen Teilmengen des Raumes charakterisiert werden
konnen. Sind die Kapazitdten auf einem schwach geordnetem Raum definiert
und existiert ein assoziiertes Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist es ebenfalls einfach,
Ergebnisse vom Erwartungsnutzenmodell auf AU und CEU zu verallgemeinern.
In einem weiteren Abschnitt untersuchen wir stochastische Dominanzrelationen
von Produktkapazitdten. Wir zeigen, dafl in wichtigen Fallen Dominanz der Pro-
duktkapazititen auf Dominanz der Randkapazitéiten zuriickgefiihrt werden kann.
SchlieBlich zeigen wir noch, wie die erhaltenen Resultate iiber stochastische Do-
minanz von Choquet-Kapazititen auf CEU- und AU-Modelle angewendet werden
konnen. Insbesondere gehen wir darauf ein, wie in AU auf der Grundlage stocha-
stischer Dominanz Entscheidungen zwischen Alternativen geféllt werden konnen,
wenn sowohl Nutzen- als auch Verzerrungsfunktion nur unvollstindig bekannt
sind.

Einen knappen Uberblick iiber Risikoaversion in AU-Modellen und Unsicherheits-
aversion in CEU-Modellen gibt Kapitel 5. In EU sind verschiedene Definitionen
von Risikoaversion gebréuchlich, die alle zur Konkavitéit der Nutzenfunktion aqui-
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valent sind. Im Gegensatz dazu sind diese Definitionen von Risikoaversion in AU
nicht dquivalent. Das AU-Modell erlaubt somit eine differenziertere Modellierung
von Risikoaversion, als es im Erwartungsnutzen-Modell moglich ist. Ebenso er-
laubt das CEU-Modell im Gegensatz zum subjektiven Erwartungsnutzen-Modell
die Modellierung von Unsicherheitsaversion oder Ambiguitédtsaversion.

In Kapitel 6, das weitgehend Dyckerhoff (1994) folgt, présentieren wir eine
Dekompositionstheorie fiir multivariate Nutzenfunktionen in AU- und CEU-
Modellen. Im Erwartungsnutzen-Modell sind viele Bedingungen bekannt, unter
denen sich eine multivariate Nutzenfunktion in einfacher Form aus univariaten
Nutzenfunktionen zusammensetzt. So sind Nutzenfunktionen gebréuchlich, bei
denen sich die multivariate Nutzenfunktion als Summe, Produkt oder als Summe
von Produkten univariater Nutzenfunktionen darstellen 148t. Diese Nutzenfunk-
tionen werden als additiv, multiplikativ und multilinear bezeichnet. Wir formu-
lieren zunéchst die Bedingungen, unter denen sich im Erwartungsnutzen-Modell
Darstellungen dieser Art ergeben. Sodann geben wir notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir, dafl die Nutzenfunktion in einem AU- oder CEU- Modell mul-
tiplikativ oder multilinear ist. Wir zeigen auflerdem, dafl die Bedingungen, die im
Erwartungsnutzen-Modell eine additive Darstellung der Nutzenfunktion implizie-
ren, in AU-Modellen auch Einschréinkungen fiir die Verzerrungsfunktion zur Folge
haben. So folgt z.B. aus der sogenannten Randverteilungsbedingung, die besagt,
daf die Préferenzen des Entscheidungstriagers nur von den Randverteilungen einer
Lotterie abhédngen, nicht nur, dal die Nutzenfunktion additiv ist, sondern auch,
daf} die Verzerrungsfunktion die identische Abbildung ist. Die Randverteilungsbe-
dingung impliziert also ein Verhalten gemafi dem Erwartungsnutzen-Prinzip. Zwei
Abschnitte dieses Kapitels befassen sich mit multivariater Risikohaltung. Zum
einen untersuchen wir bivariate Risikoaversion, wie sie von Richard (1975) defi-
niert wurde, zum anderen die sogenannte Korrelationsaversion nach Epstein und
Tanny (1980). Wir geben Charakterisierungen dieser Begriffe in AU-Modellen.
Auch hier wird sich zeigen, dafl im AU-Modell eine gréflere Vielzahl von biva-
riaten Risikohaltungen modelliert werden kann als im Erwartungsnutzen-Modell.
Die Beweise der Sitze dieses Kapitels sind wieder im letzten Abschnitt zusam-
mengefafit.

Kapitel 7 geht der Frage nach, wie Nutzenfunktion und Choquet-Kapazitéat
bzw. Nutzenfunktion und Verzerrungsfunktion bestimmt werden koénnen. Die
Standardmethoden zur Bestimmung der Nutzenfunktion im Erwartungsnutzen-
Modell sind in AU und CEU nicht mehr anwendbar, da in diesen Modellen zuséatz-
lich Verzerrungsfunktion und Choquet-Kapazitiat unbekannt sind. Wir betrachten
zundchst Schmeidlers Axiomatisierung des CEU-Modells. In ihr sind die Konse-
quenzen Lotterien mit objektiven Wahrscheinlichkeiten. Dadurch ist es mdéglich
den Prozefl der Bestimmung von Nutzenfunktion und Choquet-Kapazitit in zwei
Phasen aufzuteilen und beide getrennt zu bestimmen. In Rahmen anderer Axio-
matisierungen, die keine objektiven Wahrscheinlichkeiten verwenden, ist diese
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Trennung nicht mehr moglich. Wir beschreiben zwei verschiedene Methoden zur
Bestimmung von Choquet-Kapazitdt und Nutzenfunktion. Je nachdem, ob der
Konsequenzenraum oder der Zustandsraum reichhaltig sind, kann zumindest ei-
ne der beiden Methoden angewendet werden. Danach formulieren wir Verfah-
ren zur Bestimmung von Nutzen- und Verzerrungsfunktion in AU. Aufgrund der
Analogie zwischen AU und CEU konnen die fiir das CEU-Modell entwickelten
Methoden gut auf das AU-Modell {ibertragen werden. Als letztes prisentieren
wir noch einen parametrischen Ansatz zur Bestimmung der Verzerrungsfunktion
in AU. Hier wird die Verzerrungsfunktion nach einem kleinste-Quadrate-Ansatz
aus einer parametrischen Klasse von Verzerrungsfunktionen gewahlt.

In Kapitel 8 beschreiben wir die Implikationen, die sich aus der Verwendung von
AU und CEU in Anwendungssituationen ergeben. Es wird gezeigt werden, dafl
mit AU und CEU ein Entscheidungsverhalten modelliert werden kann, das reali-
stischer ist, als das vom Erwartungsnutzen-Modell implizierte. Als Anwendungen
werden wir Pramienprinzipien bei Versicherungen sowie Portfolio-Probleme be-
trachten.

Anhang A enthélt mathematische Grundbegiffe der Ordnungs- und Mafitheorie,
in Anhang B sind vier verschiedene Axiomatisierungen von CEU-Modellen dar-
gestellt.

Bezeichnungen

Wir bezeichnen mit IN die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3, ...} und mit INg
die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieSlich der Null. Weiter sei Z die Menge
der ganzen Zahlen, ) die Menge der rationalen Zahlen und mit IR die Menge
der reellen Zahlen. Fiigt man zu IR die uneigentlichen Zahlen oo und —oo hinzu,
so erhilt man die erweiterte reelle Zahlengerade IR. Mit oo und —oo wird in der
iiblichen Weise gerechnet, d.h. co + 2 = oo fiir alle x € R und —oco + 2 = —©
fiir alle x € IR. Der Ausdruck co — oo ist nicht definiert. IR, bezeichne die Menge
aller reellen Zahlen x mit > 0 und IR_ die Menge aller reellen Zahlen x mit
x < 0. Bezeichnungen wie @ , oder Z_ sind analog zu verstehen.

Mit den Symbolen U, N und \ bezeichnen wir die mengentheoretischen Ope-
rationen Vereinigung, Schnitt und Differenz. Das Komplement einer Menge A
bezeichnen wir mit A°. A C B bedeutet, dal A Teilmenge von B ist, wobei
A = B zugelassen ist. Ist A echte Teilmenge von B, so schreiben wir A;B. Die
leere Menge bezeichnen wir mit (). Ist Q eine Menge, so bezeichnen wir mit P(2)
die Potenzmenge von €2, d.h. die Menge aller Teilmengen von 2.

Schreiben wir f : A — B, so meinen wir damit, da} f eine Funktion von A nach
B ist. Ist B = IR, so bezeichnen wir f auch als reelle Funktion. f : IR — IR heift
monoton wachsend (fallend), wenn gilt * <y = f(z) < f(y) (x <y = f(x) >
f(y)). Wir sagen, da f : IR — IR streng monoton wachsend (fallend) ist, wenn
gilt v <y = f(x) < fly) (x<y= flx) > fy)).
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Weitergehende mathematische Grundbegriffe, insbesondere der Ordnungstheorie
und der Maftheorie, finden sich in Anhang A. Fiir die verwendeten topologischen
Begriffe und Ergebnisse sei auf Standardwerke der Topologie verwiesen, siehe z.B.

Willard (1970).

Das Ende eines Beweises wird mit m gekennzeichnet.



Kapitel 1

Entscheidungstheoretische
Grundlagen

1.1 Entscheidungstheoretische Modelle

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Standardmodelle der Entscheidungs-
theorie, in deren Rahmen sich die von uns betrachteten Modelle bewegen. Das
Grundproblem der Entscheidungstheorie kann anschaulich wie folgt beschrieben
werden. Ein Entscheidungstriager (im folgenden auch kurz als ET bezeichnet)
befindet sich in einer Situation, in der er verschiedene Aktionen ergreifen kann.
Jede der moglichen Aktionen kann zu verschiedenen Konsequenzen fithren. Da-
bei konnen die Konsequenzen monetéire Ergebnisse sein, miissen es jedoch nicht
sein. Verschiedene Aktionen werden von dem ET als verschieden ,,gut® betrach-
tet, d.h. er zieht gewisse Aktionen anderen vor. Dieses Problem bezeichnet man
als Entscheidungsproblem unter Unsicherheit. Ein Entscheidungsproblem unter
Unsicherheit kann mathematisch wie folgt modelliert werden.

Entscheidung unter Unsicherheit

Ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit ist durch folgende Parameter cha-
rakterisiert.

Zustandsraum. Es sei S eine nichtleere Menge, die mit einer Algebra A verse-
hen sei. S heifit Zustandsraum, die Elemente von S heiflen Zustéinde.

Konsequenzenraum. Es sei C eine nichtleere Menge, die mit einer Algebra D
versehen sei. D enthalte alle Einpunktmengen. C heifit Konsequenzenraum,
die Elemente von C heiflen Konsequenzen.
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Aktionen. Essei F C {f : S — C| f A-D-mefibar} eine nichtleere Menge von
A-D-mefibaren Funktionen. F enthalte alle me3baren Funktionen, die nur
endlich viele Werte annehmen. Die Elemente von F heiflen Aktionen.

Priferenz. Es sei < eine bindre Relation auf F. < heiflt Prdiferenzrelation des
ET.

Wir bezeichnen das Quadrupel ((S,.4), (C,D),F, =) als Entscheidungsproblem

unter Unsicherheit.

Die Interpretation ist wie folgt. Einer der Zusténde ist der ,wahre* Zustand.
Es ist nicht bekannt, welcher der Zustdnde der wahre Zustand ist. Eine Aktion
ordnet jedem moglichem Zustand eine Konsequenz zu. Ist also s € S der wahre
Zustand, so ist das Ergebnis der Aktion f € F die Konsequenz f(s) € C. Die
Relation < beschreibt die Préaferenzen des ET. Gilt fiir zwei Aktionen f < g, so
zieht der ET ¢ gegeniiber f vor, d.h. er betrachtet g als mindestens so gut wie f.

Fiir Aktionen, die nur endlich viele Konsequenzen liefern, benutzen wir die fol-

gende Notation:
. r1 ... Tp
r=la o w]
bezeichnet die Aktion f mit f(s) = z;, falls s € A;, i =1,...n.

Entscheidung unter Risiko

Von einem Entscheidungsproblem unter Risiko spricht man, wenn die beiden fol-
genden, zuséatzlichen Annahmen erfiillt sind.

(i) Es liegen objektive Wahrscheinlichkeiten iiber das Eintreffen der Zusténde
vor, d.h. es ist ein (endlich additives) W-Mafl P auf (5,.4) gegeben.

(ii) Es gilt das sogenannte Neutralititsaxiom: Induzieren zwei Aktionen die glei-
che Verteilung auf dem Konsequenzenraum, so sind die beiden Aktionen
dquivalent. Formal: f,g € F, P/ = P9 = f ~g.

Unter diesen beiden Annahmen héangen die Priferenzen des ET nur von den auf
den Konsequenzen induzierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen ab. Da in einem
Entscheidungsproblem unter Risiko der Zustandsraum keine Relevanz fiir die Ent-
scheidung hat, charakterisiert man ein solches Entscheidungsproblem durch die
folgenden Groflen.

Konsequenzenraum. Es sei C eine nichtleere Menge, die mit einer Algebra D
versehen sei. D enthalte alle Einpunktmengen. C heifit Konsequenzenraum,
die Elemente von C heiflen Konsequenzen.
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Lotterien. Es sei P eine Menge von (endlich additiven) Wahrscheinlichkeits-
mafen auf (C,D). P enthalte alle Wahrscheinlichkeitsmafle mit endlichem
Tréager. P heiit Menge aller Lotterien.

Praferenz. Es sei < eine bindre Relation auf P. < heifit Prdiferenzrelation des
ET.

Das Tripel ((C, D), P, =) heifit dann Entscheidungsproblem unter Risiko. In dieser
Formulierung wird der zugrunde liegende Zustandsraum nicht mehr erwahnt, da
die gesamte fiir die Entscheidung relevante Information in den Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf C enthalten ist. Wir konnen jedoch die W-Mafle in P immer
als Verteilungen von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Zustandsraum an-
sehen. Bei einem Entscheidungsproblemen unter Risiko werden wir deshalb auch
gelegentlich davon sprechen, dafl der E'T eine Zufallsvariable X einer Zufallsvaria-
blen Y vorzieht, wenn wir meinen, dafl der ET die Verteilung PX der Verteilung
PY vorzieht.

Fiir Lotterien mit endlichem Trager benutzen wir die folgende Notation:

pP— rT ... Ip
PL oo Do

bezeichnet die Lotterie P mit P({x;}) = p;, ¢ = 1,...n, d.h. die Lotterie, die mit
Wahrscheinlichkeit p; die Konsequenz x; liefert.

1.2 Erwartungsnutzen und subjektiver Erwar-
tungsnutzen

Das vorherrschende Modell in der Entscheidungstheorie ist nach wie vor das Er-
wartungsnutzen-Modell (kurz EU) bzw. das subjektive Erwartungsnutzen-Modell
(SEU). Beide Modelle sind dadurch charakterisiert, dafl die Praferenzrelation des
ET durch den Erwartungswert des Nutzens einer Aktion beziiglich eines additiven
Wahrscheinlichkeitsmafles reprasentiert wird.

Definition 1.1 (EU-Modell) Sei ((C,D),P, <) ein Entscheidungsproblem un-
ter Risiko. Fuxistiert eine Funktion u : C — IR, so daf$ die Priferenzrelation <
des ET durch das EU-Funktional

EU:.P - TR, P|—>/udP,
C

reprdsentiert wird, so bezeichnen wir den ET als EU-Maximierer und das Ent-
scheidungsproblem als EU-Modell. In diesem Fall heif$t u Nutzenfunktion.
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Das erste Axiomensystem eines EU-Modells prisentierten John von Neumann
und Oskar Morgenstern 1944 in ihrem Buch , Theory of Games and Economic
Behavior“. Der Beweis dieser Axiomatisierung wurde jedoch erst in die zweite
Auflage von Neumann und Morgenstern (1947) aufgenommen. Da es sich beim
EU-Modell um ein Entscheidungsproblem unter Risiko handelt, werden die Wahr-
scheinlichkeiten als gegeben angenommen. Das Analogon zum EU-Modell ist bei
Entscheidungsproblemen unter Unsicherheit das SEU-Modell. Hier wird das W-
Mafl nicht als gegeben angenommen, sondern zusammen mit der Nutzenfunkti-
on aus der Priferenzrelation des ET abgeleitet. Schon Ramsey (1931) skizzierte
Axiome eines SEU-Modells. Die erste vollstindige Axiomatisierung eines SEU-
Modells stammt jedoch von Savage (1954). Andere Axiomatisierungen finden sich
in Anscombe und Aumann (1963), Krantz et al. (1971) und anderen Arbeiten.

Definition 1.2 (SEU-Modell) Sei ((S,.A),(C,D),F,=) ein Entscheidungs-
problem unter Unsicherheit. Ezistiert eine Funktion u:C — IR und ein (endlich
additives) Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (S, A), so daff die Prdiferenzrelation <
des ET durch das SEU-Funktional

SEU: F — TR, f»—>/5(uof)dP,

reprasentiert wird, so bezeichnen wir den ET als SEU-Maximierer und das Ent-
scheidungsproblem als SEU-Modell. In diesem Fall heiffit u Nutzenfunktion und
P subjektives Wahrscheinlichkeitsmaf.

Unterschiede in den Axiomatisierungen

Wir wollen nun skizzieren, auf welche Art sich die Axiomatisierungen von SEU-
Modellen unterscheiden. Bislang wurden iiber den Zustandsraum und den Kon-
sequenzenraum lediglich vorausgesetzt, dal beide Rdume nicht leer sind. In den
Axiomatisierungen miissen jedoch weitergehende strukturelle Annahmen gemacht
werden. Insbesondere miissen zumindest der Zustandsraum oder der Konsequen-
zenraum ,reichhaltig genug® sein. Wir unterscheiden die folgenden Ansétze:

Savages Ansatz. In Savage (1954) werden zwar explizit keine Voraussetzungen
an die Strukturen der Rdume gemacht, jedoch impliziert Savages Axiom PG6,
dafl der Zustandsraum beliebig fein unterteilt werden kann. Insbesondere folgt,
daB S unendlich sein muB (jedoch nicht notwendigerweise iiberabzihlbar). Uber
den Konsequenzenraum werden, abgesehen von Nichttrivialitdtsannahmen, keine
weitergehenden Annahmen gemacht.

Der algebraische Ansatz. Im algebraischen Ansatz definiert man eine algebrai-
sche Struktur auf der Menge der Aktionen. Resultate iiber die Einbettbarkeit von
archimedischen geordneten Gruppen in die reellen Zahlen fithren dann zu einer
Darstellung der Préferenzrelation durch eine numerische Funktion. Kennzeich-
nend fiir Axiomatisierungen im Rahmen des algebraischen Ansatz sind i.a. ein
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Axiom, das die Losbarkeit gewisser Gleichungen oder Ungleichungen sichert und
ein sogenanntes Archimedisches Axiom. Diese Axiome implizieren insbesondere,
daf3 der Konsequenzenraum reichhaltig genug ist. Der algebraische Ansatz wurde
vor allem von Krantz et al. (1971) entwickelt.

Der topologische Ansatz. In diesem Ansatz werden topologische Vorausset-
zungen an den Konsequenzenraum gestellt. I.a. wird vorausgesetzt, dal C ein
zusammenhiingender topologischer! Raum und die Priferenzrelation < des ET
eine stetige schwache Ordnung ist. Dies impliziert dann, dafl auch die Nutzen-
funktion u stetig ist. Ist u nicht konstant, so ist das Bild von C unter u eine
zusammenhédngende Teilmenge von IR und somit ein Intervall. Insbesondere mufl
also auch C iiberabzéhlbar sein. Axiomatisierungen von SEU im topologischen
Ansatz finden sich z.B. in Wakker (1989a).

Der Ansatz von Anscombe und Aumann. Anscombe und Aumann (1963)
gehen davon aus, dafl der Konsequenzenraum C die Menge aller Lotterien mit
endlichem Triager auf einer Menge I' ist. Die Elemente von I' heiflen Preise. Die-
ser Ansatz stellt in gewisser Weise eine Mischung aus Entscheidungsproblemen
unter Unsicherheit und Risiko dar, da zwar auf dem Zustandsraum kein W-Maf}
gegeben ist, die Konsequenzen jedoch Lotterien sind. Es wird also in diesem An-
satz davon ausgegangen, dafl objektive Wahrscheinlichkeiten verfiighar sind. Diese
Lotterien mit bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung werden als , roulette lotte-
ries” bezeichnet. Die Aktionen hingegen werden als , horse lotteries® bezeichnet,
da keine objektiven Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der einzelnen Ereignisse
gegeben sind.

1.3 Kritik an EU und SEU

Eine Axiomatisierung eines bestimmten Modells fiir Entscheidungsverhalten (z.B.
EU oder SEU) postuliert eine Reihe von Axiomen, die als plausible Annahmen
iiber rationales Entscheidungsverhalten angesehen werden kénnen. Es wird dann
gezeigt, dafl ein ET, der diese Axiome als Grundlagen eines rationalen Verhaltens
akzeptiert, sich notwendigerweise geméfl dem betrachteten Entscheidungsmodell
verhélt.

Das grundlegende Axiom in Axiomatisierungen von EU und SEU ist ein soge-
nanntes Unabhéngigkeitsaxiom. In Savages (1954) Axiomatisierung des SEU-
Modells wird dieses Unabhéngigkeitsaxiom als sure-thing principle bezeichnet.
Um das sure-thing principle zu formulieren, benotigen wir die folgende Notation.
Sind f, g Aktionen und ist A C S, so bezeichnen wir mit f4g_4 die Aktion, fiir

'Diese und weitere verwendete topologische Begriffe und Ergebnisse finden sich z.B. in Wil-
lard (1970).
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die gilt
[ f(s), fallsse A,
fag-a(s) = {g(s), falls s € A°.

Sure-thing principle: Fiir alle Aktionen f, g, h, k und alle A C S gilt

fah—a = gah_a <= fak_a =< gak_a.

Das sure-thing principle besagt also, dafl fiir die Entscheidung zwischen zwei
Aktionen nur die Zustédnde relevant sind, in denen sich die beiden Aktionen un-
terscheiden.

In von Neumann und Morgensterns (1947) Axiomatisierung von EU wird das
Unabhéngigkeitsaxiom wie folgt formuliert.

Unabhingigkeitsaxiom: Fiir alle Lotterien Py, P, P3 und alle a € [0, 1] gilt:
PP < aP1+(1—oz)ngozP2+(1—a)P3.

Die Lotterie aP; + (1 — ) P; kann als zweistufige Lotterie betrachtet werden.
Das Ergebnis der ersten Lotterie ist mit Wahrscheinlichkeit « eine Teilnahme an
der Lotterie P;, mit Wahrscheinlichkeit 1 — a eine Teilnahme an der Lotterie Ps.
Entsprechendes gilt fiir die zweistufige Lotterie aP, + (1 — ) P3. Das Unabhéngig-
keitsaxiom besagt nun, dafl ein ET, der die Lotterie P, der Lotterie P; vorzieht,
auch die zweistufige Lotterie a Py+ (1 —«) P53 der Lotterie a Py + (1 —«) P3 vorzieht.

So plausibel diese beiden Axiome auf den ersten Blick auch scheinen méogen,
so hat sich doch gezeigt, daf} in realen Entscheidungsproblemem diese Axiome
systematisch verletzt werden. In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten
dieser beobachteten Verletzungen der Axiome dar und zeigen, dafi das in ihnen
offenbarte Verhalten im Rahmen von EU oder SEU nicht erklérbar ist. Fiir einen
Uberblick iiber empirische Untersuchungen vergleiche Abschnitt 3.1.

Eines der wichtigsten sogenannten ,Paradoxa“ stellt das sogenannte Ellsberg-
Paradox vor, das erstmals von Ellsberg (1961) beschrieben wurde.

Beispiel 1.1 (Ellsberg-Paradox) In einer Urne befinden sich 90 Kugeln, von
denen 30 rot sind. Die tibrigen 60 Kugeln sind jeweils gelb oder blau. Es ist aber
nicht bekannt, wieviele dieser 60 Kugeln blau und wieviele gelb sind. Es wird nun
blind eine Kugel aus der Urne gezogen. Dem ET werden zwei Paare von Lotterien
vorgelegt, zwischen denen er sich jeweils entscheiden muf. Das erste Paar von
Lotterien lautet wie folgt:

Lotterie 1 Der ET erhdlt 100.- DM, falls die gezogene Kugel rot ist, andernfalls
nichts.

Lotterie 2 Der ET erhdlt 100.- DM, falls die gezogene Kugel gelb ist, andernfalls
nichts.
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Das zweite Paar von Lotterien lautet:

Lotterie 3 Der ET erhdlt 100.- DM, falls die gezogene Kugel rot oder blau ist,
andernfalls nichts.

Lotterie 4 Der ET erhdlt 100.- DM, falls die gezogene Kugel gelb oder blau ist,
andernfalls nichts.

In dieser Entscheidungssituation zog beir Ellsberg der grofite Teil der Befragten
Lotterie 1 gegeniiber Lotterie 2 und Lotterie 4 gegeniiber Lotterie 3 vor.

Dieses Verhaltensmuster wird allgemein als ,, Ellsberg-Paradox® bezeichnet, da
es mit dem SEU-Modell nicht erklédrbar ist, wie im folgenden gezeigt wird. Der
Zustandsraum ist offensichtlich S = {r, g, b}, wobei r (g,b) bedeutet: , Eine rote
(gelbe,blaue) Kugel wird gezogen“. Nach dem SEU-Modell existieren ein W-Maf}
P auf S und eine Nutzenfunktion auf dem Konsequenzenraum C = IR, so daf
der ET die Aktion mit dem grofiten Erwartungsnutzen wahlt. Sei p, = P({r}).
pg und py, seien analog definiert. Wir setzen noch «(0) = 0 und «(100) = 1. Dann
sind die subjektiven Erwartungsnutzen der Lotterien wie folgt gegeben.

SEU(Ly) = pr SEU(L,) = p,
SEU(Ls) =pr +py SEU(Ly) = py+ po

Nach dem SEU-Modell wird also Lotterie 1 genau dann Lotterie 2 vorgezogen,
wenn auch Lotterie 3 gegeniiber Lotterie 4 vorgezogen wird. Es gibt also kein W-
Maf, das das beobachtete Verhalten im Rahmen von SEU erkldren konnte. Man
beachte, dal bei unserer Argumentation nicht vorausgesetzt wurde, dafl p, = %
ist. An der Darstellung der Lotterie in der folgenden Tabelle erkennt man, dafi das
Ellsberg-Paradox gegen das sure-thing principle verstoit. Beide Lotterienpaare

unterscheiden sich nur in der , blauen“ Spalte, sind aber ansonsten gleich.

rot gelb blau
Lotterie 1 | 100 0 0
Lotterie 2 0 100 0
Lotterie 3 | 100 0 100
Lotterie 4 0 100 100

Beim Ellsberg-Paradox handelt es sich um ein Entscheidungsproblem unter Unsi-
cherheit. Das vermutlich bekannteste ,,Paradoxon® bei Entscheidungsproblemen
unter Risiko ist das sogenannte Allais-Paradox, das von Allais (1953a,b, 1979)
beschrieben wurde.

Beispiel 1.2 (Allais-Paradox) Einem ET werden die beiden Lotterien

1 5 1 0
Ll_ll] und LQ_[O.l 0.89 0.01]
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prasentiert, wober die Konsequenzen als Auszahlungen an den ET in Millionen
DM zu verstehen sind. Nachdem sich der ET zwischen den beiden Lotterien ent-
schieden hat, werden thm die Lotterien

10 50
L3—[0.11 0.89] und L4_l0.1 0.9]

zur Entscheidung vorgelegt. Allais berichtet, daf$ die Mehrzahl der mit diesen Ent-
scheidungsproblemen konfrontierten Personen sich fiir Ly und fiir Ly entscheidet.

Diese Beobachtung ist mit dem EU-Modell unvereinbar. Es ist ja

EU(Ly) — EU(Ly) = u(1) = [0.1u(5) + 0.89u(1) + 0.01u(0)]
= 0.11u(1) — 0.1u(5) — 0.01u(0)

und

EU(Ls) — EU(Ly) = [0.11u(1) + 0.89u(0)] — [0.1u(5) + 0.9u(0)]
= 0.11u(1) — 0.1u(5) — 0.01u(0).

Daher gilt gemaf EU Ly > Ly genau dann, wenn Lz > L, ist. Dafl dieses Verhal-
ten dem Unabhéngigkeitsaxiom widerspricht, ist wie folgt zu sehen. Die Lotterien
P, P, und P; seien definiert durch

ae[i] a [ 4l o[t)

11 11

Dann lassen sich die Lotterien Ly bis L, darstellen als

Ly =0.11P, + 0.89P,, Lo =0.11P, + 0.89P,,
Ly =0.11P, + 0.89P;, L, = 0.11P, + 0.89P;.

Ist P, X P,, so ist nach dem Unabhéngigkeitsaxiom sowohl L; < Ly als auch
L3 =X Ly. Ist aber P, < Py, so folgt entsprechend Ly > Lo und L3 = Ly.

Zur Verteidigung von EU werden gegen das Allais-Paradox vor allem zwei Argu-
mente ins Feld gefiihrt. Zum einen wird behauptet, dafl Personen, die sich geméf
dem Allais-Paradox verhalten, ihre Entscheidung nach einer genauen Analyse des
Problems revidieren. Es zeigt sich jedoch, dal auch nach einer solchen Analyse
ein grofler Teil der befragten Personen ihre Entscheidung L, > Lo, L3 < L4
beibehélt (siche MacCrimmon 1968, Slovic und Tversky 1974, Moskowitz 1974
und MacCrimmon und Larsson 1979). Somit kann das im Allais-Paradox beob-
achtete Verhalten nicht einfach als irrational oder paradox bezeichnet werden.
Ein zweiter Kritikpunkt am Allais-Paradox sind die verwendeten extremen Aus-
zahlungen. Es zeigt sich jedoch, dafi das Allais-Paradox kein isoliertes Beispiel
ist, sondern daf es ein Spezialfall eines allgemeinen Verhaltensmusters ist, das
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als ,common consequence effect” bezeichnet wird. Vergleiche dazu die Untersu-
chungen von MacCrimmon und Larsson (1979), Hagen (1979) und Kahneman
und Tversky (1979), in denen moderatere Auszahlungen verwendet werden als
im Allais-Paradox.

Beispiel 1.3 (Der ,,common consequence effect*) Als ,common conse-
quence effect* wird das gleichzeitige Auftreten von Priferenzen der folgenden Art
verstanden:

Ty T2 I3 T2 L1 L3 T L2
< und >~ :
[pl D2 PB] [1] [plﬂLpz Ps] lpz Pl—i‘pgl
Dieses Verhaltensmuster zeigt sich oft in empirischen Untersuchungen, wenn py
relativ klein ist, xo < x3 und w9, x3 grofi gegeniiber x, sind. Die ,gemeinsame

Konsequenz“ im ersten Lotterienpaar ist ein Gewinn von xo mit Wahrscheinlich-
keit ps, im zweiten Lotterienpaar ist es ein Gewinn von x1 mit Wahrscheinlichkeit

D2.

Fir p; = 0.01, po = 0.89, p3 = 0.1 und x; = 0, zo = 1000000, 3 = 5000000
erhilt man das Allais-Paradox. Kahneman und Tversky (1979) verwendeten p; =
0.01, po = 0.66, p3 = 0.33 und x; = 0, x5 = 2400, x5 = 2500. Der common
consequence effect ist im Rahmen von EU nicht zu erkléren.

Ein verwandter Effekt ist der sogenannte ,,common ratio effect®. Vergleiche dazu
MacCrimmon und Larsson (1979) und Kahneman und Tversky (1979).

Beispiel 1.4 (Der ,,common ratio effect®“) Hierunter versteht man das
gleichzeitige Auftreten von Prdiferenzen der folgenden Art:

0 T . 0 i) und 0 T < 0 )
1—p1 m 1—p2 po 1—=Ap1 Apy 1—=Ap2 Ap2 |’
wobet 0 < x1 < X9, p1 > po und X klein ist. Hier stehen die Wahrscheinlichkei-

ten fiir den Gewinn eines positiven Betrages in beiden Lotteriepaaren im selben
Verhdltnis (,,common ratio“).

In ihren Untersuchungen verwendeten Kahneman und Tversky (1979) p; = 1,
po = 0.8, A = 0.25 und z; = 3000, x5 = 4000. Auch dieser Effekt ist in EU nicht
erklarbar. Setzt man u(0) = 0, so sind die beobachteten Priferenzen dquivalent
Al

pu(z1) > pou(zz) und  Apru(zi) < Apou(zs),

was offensichtlich nicht gleichzeitig gelten kann.



Kapitel 2

Choquet-Kapazitidten und das
Choquet-Integral

Grundlegend fiir die im néchsten Kapitel von uns beschriebenen Alterna-
tiven zu EU sind die Begriffe Choquet-Kapazitidt und Choquet-Integration.
In diesem Kapitel wollen wir die mathematischen Grundlagen der Choquet-
Integrationstheorie darlegen und die fiir das Spétere wichtigen Eigenschaften von
Choquet-Kapazitiaten und Choquet-Integration vorstellen. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung der Theorie der Choquet-Integration vergleiche Denneberg (1992).

Zunéchst definieren wir Choquet-Kapazititen und eine wichtige Teilklasse von
Choquet-Kapazitaten, die sogenannten verzerrten Wahrscheinkichkeitsmafle. Im
néchsten Abschnitt zeigen wir, wie auch fiir Choquet-Kapazitéiten, die im Gegen-
satz zu Wahrscheinlichkeitsmaflen nicht mehr additiv sind, in sinnvoller Weise ein
Integral definiert werden kann. Dies wird uns zum Begriff des Choquet-Integrals
fithren, das erstmals von Choquet (1953/54) definiert wurde. Im weiteren werden
die wichtigsten Eigenschaften des Choquet-Integrals, insbesondere die komonoto-
ne Additivitat, dargelegt. Des weiteren werden verwandte Integralbegriffe vorge-
stellt. In Abschnitt 2.3 wird der Begriff des assoziierten Wahrscheinlichkeitsmafles
eingefiithrt. Es wird gezeigt, dal Choquet-Integration und Integration beziiglich
o-additiver Mafle in gewissem Sinne identisch sind, sofern man sich auf komo-
notone Klassen von Funktionen beschrénkt. Der Begriff des assoziierten Wahr-
scheinlichkeitsmafles ermdoglicht es ferner in einfacher Weise das Produkt zweier
Kapazititen zu definieren. Beschrinkt man sich wieder auf geeignete Funktio-
nenklassen (z.B. isotone oder antitone Funktionen), so ist es auch bei Choquet-
Kapazitdten moglich, das Integral beziiglich des Produktes zweier Kapazitiaten als
Doppelintegral zu berechnen. In einem weiteren Abschnitt werden wir noch kurz
die Beziehungen zu den sogenannten unscharfen Maflen (engl. fuzzy measures)
beschreiben. Der Beweis des Satzes iiber die Existenz assoziierter Wahrschein-
lichkeitsmafle und die Beweise der Fubini-Sétze sind im letzten Abschnitt dieses
Kapitels gesammelt.
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2.1 Choquet-Kapazititen

Definition 2.1 (Choquet-Kapazitit) Sei Q2 eine Menge und A eine Teilmen-
ge der Potenzmenge P(2) mit 0,Q € A. Eine Funktion p : A — TR heifst
Choquet-Kapazitéit oder nichtadditives Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn sie die fol-
genden Figenschaften besitzt.

(i) n(0) =0, u(€) = 1.
(i1) Fir alle A,B € A gilt: A C B = u(A) < u(B).

Das Tripel (Q, A, ) bezeichnen wir als Kapazitédtsraum.

In der é&lteren Literatur werden Kapazitéiten als monotone Mengenfunktionen
mit gewissen Stetigkeitseigenschaften definiert, sieche z.B. Choquet (1953/54),
Dellacherie (1971). In der neueren Literatur zur Entscheidungstheorie ist jedoch
die obige Definition gebrauchlich.

Eine Kapazitit p heifit

e stetig von unten, falls fir jede Folge (A,)new von Mengen aus A mit A,,
A e Agilt lim,, o u(A,) = n(A),

e stetig von oben, falls fiir jede Folge (A,)nenw von Mengen aus A mit A, \
A e A gilt lim, o u(A4,) = p(A),

o stetig, falls p stetig von unten und von oben ist.

Enthélt A mit je zwei Mengen A, B € A auch deren Schnitt ANB und Vereinigung
AN B, so heifit p

o stark subadditiv, falls fiir alle A, B € A gilt p(AUB) 4+ pu(ANB) < pu(A)+
w(B),

o stark superadditiv, falls fiir alle A,B € A gilt u(AU B) + u(AN B) >
#(A) + pu(B),

Statt stark subadditiv sind auch die Bezeichnungen konkav, submodular und 2-
alternierend gebrduchlich. Entsprechend sind statt stark superadditiv auch konvex,
supermodular und 2-monoton gebrauchlich.

Ist © eine Kapazitdt und enthélt das Mengensystem A mit jeder Menge A
auch deren Komplement A¢ so ist die Mengenfunktion p? : A — [0,1] mit
pP(A) = 1 — p(A°) fiir alle A € A ebenfalls eine Kapazitiit. Sie heifit die zu u
duale Kapazitit. Zwischen p und pP bestehen die folgenden Beziehungen (vgl.
Denneberg 1992, Proposition 2.3):

e Ist 4 stetig von oben, so ist u” stetig von unten.
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Ist p stetig von unten, so ist u” stetig von oben.

Ist p stark subadditiv, so ist u” stark superadditiv.

Ist p stark superadditiv, so ist u” stark subadditiv.

Ist p additiv, so ist u? = p.
(1

D)D

= i, d.h. zweimaliges Dualisieren liefert die urspriingliche Kapazitit.

Eine wichtige Klasse von Kapazitdten sind die sogenannten wverzerrten Wahr-
scheinlichkeitsmapfe.

Definition 2.2 (Verzerrte Wahrscheinlichkeit, Verzerrungsfunktion) Sei
(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei q : [0,1] — [0, 1] eine monoton
wachsende Funktion mit ¢(0) = 0 und q(1) = 1. Dann heifit die Mengenfunk-
tion o P : A — [0, 1] verzerrtes Wahrscheinlichkeitsmafl oder auch verzerrte
Wahrscheinlichkeit. Die Funktion q heifit Verzerrungsfunktion.

Wegen der Eigenschaften von ¢ ist unmittelbar klar, dal go P eine Kapazitét ist.
AuBlerdem gelten die folgenden Aussagen (siehe z.B. Denneberg 1992, Example
2.1):

Ist g stetig von links, so ist q o P stetig von unten.

Ist q stetig von rechts, so ist ¢ o P stetig von oben.

Ist q stetig, so ist q o P stetig.

Ist ¢ konkav, so ist g o P stark subadditiv.

Ist ¢ konvex, so ist ¢ o P stark superadditiv.

Die duale Kapazitit einer verzerrten Wahrscheinlichkeitsmafles ist wieder ein
verzerrtes Wahrscheinlichkeitsma8. Es gilt (qo P)? = ¢P o P, wobei ¢” : [0,1] —
[0,1] gegeben ist durch ¢”(x) = 1 — ¢(1 — z). Die Verzerrungsfunktion ¢ heifit
die zu q duale Verzerrungsfunktion.

Eine Verzerrungsfunktion ¢ heifit S-formig, wenn es ein ¢ € (0, 1) gibt, so daf ¢ in
[0, o] konvex und in [cg, 1] konkav ist oder umgekehrt und es genau ein ¢; € (0,1)
gibt mit ¢(c¢;) = ¢;.

2.2 Das Choquet-Integral

Integration von Funktionen beziiglich einer Kapazitit wurde erstmals von Cho-
quet (1953/54) definiert. Seitdem haben sich viele Autoren mit dem Problem der
Integration beziiglich eienr Kapazitéit beschéftigt, siehe insbesondere Dellacherie
(1971), Greco (1977), Denneberg (1990,1992).
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Definition 2.3 (.A-Mef3barkeit von oben) Fine Funktion f : Q — R heifst
von oben A-mefibar, falls {w € Q| f(w) >t} € A fir jedes t € R.

Statt {w € Q| f(w) > t} schreiben wir im folgenden auch kiirzer {f > t}. Ebenso
schreiben wir statt u({w € Q| f(w) > t}) auch einfacher u(f > t). Wir geben
nun die urspriingliche Definition des Choquet-Integrals von Choquet (1953/54).

Definition 2.4 (Choquet-Integral) Sei (2, A, 1) ein Kapazititsraum, und sei
f:Q — IR eine von oben A-meflbare Funktion. Dann ist das Choquet-Integral
von f beziiglich p wie folgt definiert:

[rdn = [Tuts = nar + [ fu(s >0 - (2.1)

falls die Summe auf der rechten Seite definiert ist. Ist die Summe endlich, so
heifst f Choquet-integrierbar beziiglich p.

Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl, so stimmt das Choquet-Integral beziiglich u
mit dem Lebesgue-Integral beziiglich p {iberein. Das Choquet-Integral stellt also
eine Verallgemeinerung des Lebesgueschen Integrals dar. Diese Verallgemeinerung
kann aber mit der gleichen Berechtigung auf verschiedene Weisen geschehen. Bei
der soeben gegebenen Form hingt der Wert des Integrals lediglich von den Werten
der Kapazitidt an Mengen der Form {f > t} ab. Dieses Integral wird daher als
oberes Choquet-Integral bezeichnet. Will man sich bei der Integration von f nur
auf die Werte der Kapazitdt an Mengen der Form {f < t} beziehen, so gelangt
man zum unteren Choquet-Integral, siche Gilboa (1989):

[an = [0 u(r < ilar + [ s <o (2.2)

Das untere Choquet-Integral kann auch dargestellt werden als oberes Choquet-
Integral beziiglich der dualen Kapazitét, d.h. es besteht folgende Beziehung:

[ = [ an® (2.3)

Das untere Choquet-Integral stellt also keinen grundsétzlich neuen Weg der Ver-
allgemeinerung der Lebesgue-Integration dar.

Wir kommen nun zu einigen Eigenschaften des Choquet-Integrals. Zuvor miissen
wir aber noch den in diesem Zusammenhang wichtigen Begriff der Komonotonie
einfiihren.

Definition 2.5 (Komonotonie) Zwei Funktionen f,g: Q — IR heiflen komo-
noton, falls (f(w) — f(w"))(9(w) — g(w')) > 0 fir alle w,w" € Q. Fine Menge F
von Funktionen von £ nach IR heif$t komonoton, falls je zwei Funktionen aus F
komonoton sind.
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Die folgenden drei Bedingungen sind jeweils dquivalent zur Komonotonie von f
und g¢:
e Fiir alle w,w’ € Q gilt f(w) < f(W) = g(w) < g(W).
e Es gibt eine lineare Ordnung < auf €2, so da} f und g isoton beziiglich <
sind.
e Die Level-Mengen {f > t},{g > t},t € IR, sind linear geordnet beziiglich

Teilmengenbeziehung.

Das Choquet-Integral besitzt folgende Eigenschaften (siehe z.B. Denneberg 1992,
Proposition 5.1):

/1Adu — u(A), fir alle A € A, (2.4)
//\fdu _ A/fdu, falls A > 0, (2.5)
[~ sn=~ [ fap", (2.6)
flw) < glw) Vw e Q= /fdﬂ < /gd/t (2.7)
J(r + e = [ fay+ e, fiir alle c € I, (2.8)
/ (f + g)dp = / Fdu + / gdy, falls f und g komonoton. (2.9)

Eigenschaft 2.5 bezeichnet man als positive Homogenitdit, Eigenschaft 2.9 als ko-
monotone Additivitit. Die komonotone Additivitdt des Choquet-Integrals wurde
erstmals von Dellacherie (1971) gezeigt. Er benutzt statt des Begriffs , komono-
ton“ die Bezeichnung , méme tableau de variation®.

Eine wichtige Rolle in der Theorie des Choquet-Integrals spielt der folgende Satz,
das sogenannte , Subadditivitdts-Theorem*, da es Additivitédtseigenschaften der
Kapazitdt mit denen des Choquet-Integrals in Beziehung setzt. Der Satz wur-

de vielfach unter verschiedenen Voraussetzungen bewiesen, siehe z.B. Choquet
(1953/54), Topspe (1978), Anger (1977), Huber (1981), Bassanezi und Greco
(1984), Buja (1984), Kindler (1986), Schmeidler (1986) und Denneberg (1992).

Satz 2.1 Sei p eine Kapazitit auf (2, P(2)).

(i) w ist stark subadditiv genau dann, wenn fir alle p-integrierbaren Funktionen

f,9:Q— 1R gt
/(f+9)du S/fdwr/gdu-

(i1) v ist stark superadditiv genau dann, wenn fir alle p-integrierbaren Funk-
tionen f,qg: Q2 — IR gilt

/(f+g)du Z/fdu+/gdu-
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Beweis: Denneberg (1992), Theorem 6.3 und Korollar 6.4.

Satz 2.2 (Monotone Konvergenz) Sei (2, A) ein Mefiraum und p eine Ka-
pazitdt. p ist genau dann stetig von unten, wenn fir jede isotone Folge (fn)nen
von nichtnegativen, A-mefbaren Funktionen mit f, / f gilt:

Jim [ fudp = [ g

Beweis: Denneberg (1992), Theorem 8.1.

Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung des Integralbegriffs leitet sich
aus folgender Beobachtung ab. Sei f* = max{f,0} der Positiv- und f~ =
max{—f,0} der Negativteil der Funktion, dann gilt fiir das Choquet-Integral

[ rdu= [ stan— [ f-au”.

Fordert man fiir eine Verallgemeinerung des Lebesgue-Integrals weiterhin die
Giiltigkeit der Beziehung [ fdu = [ fTdu— [ f~dpu wie beim Lebesgue-Integral, so
gelangt man zum symmetrischen Choquet-Integral (Sipos 1979, Denneberg 1992):

/:fd“ - /OOO/“‘(f > t)dt — /0 u(f < byt (2.10)

—0o0

/Sfdu = /f*du—/f’du-

Man bezeichnet das Choquet-Integral geméfl Definition 2.4 daher auch als asym-
metrisches Choquet-Integral. Das symmetrische Choquet-Integral besitzt die fol-
genden Eigenschaften (siehe z.B. Denneberg 1992, Proposition 7.1):

Es gilt also:

S
/ Ladp = p(A), fir alle A € A, (2.11)
S S
/ Afdp = >\/ Fdu, fiir alle \ € R, (2.12)
S S
fw) < glw) Ve Q= [ fap< [ gdp (2.13)

S S S
/(f—i—g)du = / fdu—l—/ gdu, falls f,g > 0 und komonoton. (2.14)

Das symmetrische Choquet-Integral ist also nicht mehr nur positiv homogen, son-
dern sogar homogen (2.12). Auf der anderen Seite gilt aber die komonotone Ad-
ditivitdt nur noch, falls beide Funktionen nichtnegativ sind.

Definition 2.4 erlaubt die Integration aller von oben A-mefibaren Funktionen. Wie
Greco (1981) gezeigt hat, ist jedoch die Integration einer weit grofieren Klasse von
Funktionen méglich. Grundlegend ist dabei der Begrift der quasi-7 -Mefibarkeit.
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Definition 2.6 (Quasi-7-Mef3barkeit) Sei 7 eine Teilmenge von A, so daf
0,Q € T. Eine Funktion f :Q — IR heifit quasi-7-meBbar wenn fir alle « € R
und alle e > 0 eine Menge T, € T ezistiert, so daf

{fza}cTocc{f>a—¢}. (2.15)

Ist f von oben 7-meBbar, so ist f insbesondere auch quasi-7-mef3bar. In diesem
Fall kann ja T, . = {f > o} gewihlt werden. Ist 7 eine monotone Klasse, so ist
jede quasi-7 -meflbare Funktion auch von oben 7-mefibar. Ist 7 eine o-Algebra,
so ist jede quasi-7-meBbare Funktion auch meBbar im herkémmlichen Sinne.
Wir bezeichnen mit Q(7) die Menge aller quasi-7-mefibaren Funktionen und
mit Z(7") die Menge aller Indikatorfunktionen von Mengen aus 7. Offensichtlich
gilt Z(7T) € Q(T). Liegt umgekehrt eine Indikatorfunktion 17 in Q(7), so ist
TeT.

Die Fortsetzung des Choquet-Integrals auf die Klasse aller quasi-7-mef3baren
Funktionen beruht auf dem folgenden Satz.

Satz 2.3 (Greco 1981) Seien puq, ps Kapazititen auf (Q,P(Q)), und sei T C
P(Q2). Dann gilt

[fdm = [ fde fir alie f € Q(T)

genau dann,wenn
1 (T) = po(T) fir alleT € T.

Dies bedeutet nun aber, dafl der Wert des Integrals fiir eine quasi-7-mefibare
Funktion nicht von den Werten der Kapazitiat auf P(£2) \ 7 abhéngt. Auf dieser
Basis 148t sich nun das Choquet-Integral auch fiir Funktionen in Q(7") definieren.

Definition 2.7 (Choquet-Greco-Integral) Sei (€2, A, n) ein Kapazititsraum,
T C Aund f € Q(T). Dann ist das Choquet-Greco-Integral von f beziiglich
wie folgt definiert:

/fdu_/ f>tdt+/ alf > ) — 1dt, (2.16)

falls die Summe der Integrale definiert ist. Hierbei ist i eine Fortsetzung von p

auf P(€2).

Wegen Satz 2.3 ist das Choquet-Greco-Integral wohldefiniert. Entsprechend
konnen natiirlich auch ein unteres Choquet-Greco-Integral und ein symmetri-
sches Choquet-Greco-Integral fiir quasi-7 -mef3bare Funktionen definiert werden.
Die Eigenschaften des Choquet-Greco-Integrals stimmen mit denjenigen des ent-
sprechenden Choquet-Integrals iiberein.
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Wenn wir im weiteren vom Choquet-Integral sprechen, soll damit immer das
asymmetrische, obere Choquet-Greco-Integral gemeint sein.

Wir betrachten nun noch kurz den Spezialfall, dafl Q endlich, und A die Potenz-
menge von 2 ist. Sei f; = f(w;),i=1,...,nund f; = 0. Weiterhin gelte 0.B.d.A
fi < fo < ... fn. In diesem Fall kann das Choquet-Integral wie folgt berechnet
werden:

n

/fd,u — Z — fic1) p({ws, - - ywn})

n

— Z p{wiy ooy wn}) — p{wisr, - wn})].

=1

Im weiteren werden wir auch oft dem Fall begegnen, dafl u ein verzerrtes
Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Sind f;, ¢ = 0,...n, wie oben erklart, und sind
= P({w;}),i=1,...n, so gilt

[riwer) = YU~ faCn
- ¥

=1

ZPJ — 4 ZPJ]-

Jj=i+1

Sei p eine Kapazitat auf (2, 4) und X : Q — IR eine quasi-A-mefibare Funktion.
In Analogie zum Erwartungswert einer reellen Zufallsvariablen schreiben wir fiir
das Choquet-Integral von X beziiglich p im folgenden auch gelegentlich E, (X)
und bezeichnen E,(X) als subjektiven Erwartungswert von X.

2.3 Existenz von assoziierten Wahrscheinlich-
keitsmafien

Wir verdeutlichen die Grundidee dieses Abschnitts zunéchst an folgender Situa-
tion. Wir betrachten einen endlichen Raum €2 und eine lineare Ordnung < auf €2,
sowie die Menge F; aller beziiglich < isotonen Funktionen von €2 nach IR. Wir
nehmen nun 0.B.d.A. an, dal Q = {1,...n} und < die gewohnliche Ordnung ist.
Dann kann das Choquet-Integral einer Funktion f € F; dargestellt werden als

[ s = if(i)[u({i,---n}) —u({i+ 1, )

Setzt man
pi=p{i,...n}) —p{i+1,...,n}), i=1,...n,
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so wird dadurch ein additives Mafl auf () definiert und man kann das Choquet-
Integral jeder Funktion f € F; schreiben als

[ i = > s

Betrachtet man also nur isotone Funktionen, so ist das Choquet-Integral als In-
tegral beziiglich eines additiven Mafles darstellbar.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafi dieses Ergebnis unter geringen zusétz-
lichen Voraussetzungen sogar fiir beliebige Raume €) gilt. Die Bedeutung dieses
Ergebnisses liegt darin begriindet, dafl man bei Beschrankung auf eine Menge von
komonotonen Funktionen (die ja isoton beziiglich einer gemeinsamen Ordnung
sind) die Choquet-Integration als ganz gewohnliche Integration beziiglich eines
o-additiven Mafles ansehen kann. Daher sind in diesem Fall die Ergebnisse der In-
tegrationstheorie beziiglich o-additiver Mafle auf die Choquet-Integrationstheorie
iibertragbar. Beispiele fiir solche Anwendungen werden wir in den Abschnit-
ten 2.4, 4.3, 4.4 und 8.2.1 kennenlernen.

Im folgenden sei €2 eine Menge, < eine schwache Ordnung auf 2, U das System
aller oberen! Mengen und S die von U erzeugte Algebra sowie p eine Kapazitit
auf (Q2,U). Scarsini (1992) hat gezeigt, dafl es ein endlich additives Wahrschein-
lichkeitsmafl m auf (2, S) gibt, so daf

/ fdu = / fdm fiir alle isotonen Funktionen f,

wobei beide Integrale als Choquet-Integrale zu verstehen sind. Diese Aussage
ergibt sich dhnlich wie das einfithrende Beispiel.

Wir untersuchen nun die Frage, unter welchen Bedingungen dieses endlich addi-
tive W-Mafl m zu einem o-additivem Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der von den
oberen Mengen erzeugten o-Algebra A fortgesetzt werden kann, so daf gilt

/ fdp = / fdP fir alle isotonen Funktionen f . (2.17)

Eine zu (2.17) dquivalente Bedingung ist, dafl 4 und P auf allen oberen Mengen
iibereinstimmen:

Lemma 2.1 Sei (2, <) ein schwach geordneter Raum, U das System aller obe-
ren Mengen und F, die Menge aller isotonen Funktionen von € nach IR. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) /fdu:/fdP fiir alle f € F,.

st (Q,<) ein mit einer Priordnung versehener Raum, so heiBit eine Menge U C Q obere
Menge, wenn fiir alle x,y € Qgilt z e Ve <y=y e U.
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(i) w(U) = P(U) fir alleU € U.

Beweis: (i) = (ii) erhélt man, indem man fiir f Indikatorfunktionen von oberen
Mengen einsetzt.

(i) = (i): Ist f isoton, so sind die Level-Mengen {f > ¢} € U fiir alle t € R. Aus

[raw = [Turzoa + [ 201

= [P zoa + [ P20 -
_ /fdP

folgt dann die Behauptung. [

Nach dem vorangehenden Lemma geniigt es also, ein Wahrscheinlichkeitsmafl
zu finden, das mit p auf allen oberen Mengen iibereinstimmt. Ein notwendige
Bedingung fiir die Existenz eines solchen Mafles ist offensichtlich, dafl u stetig
auf den oberen Mengen ist, d.h. da8 fiir jede auf- oder absteigende Folge (U,,)nen
von oberen Mengen gelten muf3

Jm p(U,) = p( Jim, Un)

Leider ist diese Bedingung nicht hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt, das
eine leichte Modifikation eines Beispiels aus Halmos (1974, S. 40) darstellt.

Beispiel 2.1 Sei Q@ = @ N[0, 1], < die gewohnliche Ordnung auf @, und p eine
Kapazitit mit p((a,1]) = u(la,1]) = 1 — a fir alle a € IR N[0, 1]. Dann ist p
offensichtlich stetig auf oberen Mengen. Es gibt aber kein o-additives W-Maf3,
das mit p auf U iibereinstimmt. Gébe es namlich so ein Mafl P, so wire

P({a}) = P([a,1]) = P((a,1]) = p([a,1]) = p((a,1]) =0

fiir jedes a € 2. Da () abzéhlbar ist, wiirde daraus folgen
1=P(Q) = P(U{a}) = > P({a}) = 0.
a€cf) a€fl

Um hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines W-Mafles mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften zu finden, miissen wir eine weitere Voraussetzung an die Ord-
nungsstruktur des Raumes stellen.

Definition 2.8 (Vollstidndigkeit beziiglich monotoner Folgen) Sei (£2, <)
ein linear geordneter Raum. (§2, <) heifit vollsténdig beziiglich monotoner Folgen,
wenn jede monoton wachsende Folge ein Supremum und jede monoton fallende
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Folge ein Infimum besitzt. (2, <) heifft vollstéindig beziiglich beschriankter mono-
toner Folgen, wenn jede monoton wachsende, beschrinkte Folge ein Supremum
und jede monoton fallende, beschrdnkte Folge ein Infimum besitzt. Fin schwach
geordneter Raum (€2, <) heifit vollstiandig beziiglich (beschréankter) monotoner
Folgen, wenn der linear geordnete Raum (0*,<*) der Aquivalenzklassen? diese
FEigenschaft besitzt.

Satz 2.4 besagt, dal Vollstiandigkeit beziiglich beschrinkter, monotoner Folgen
neben der Stetigkeit der Kapazitéit auf oberen Mengen hinreichend fiir die Exi-
stenz des von uns gesuchten W-Mafles ist. Der Beweis von Satz 2.4 findet sich in
Abschnitt 2.6.

Satz 2.4 Sei (Q, <) ein schwach geordneter, beziiglich beschrinkter, monotoner
Folgen vollstindiger Raum, U das System aller oberen Mengen und A die von U
erzeugte o-Algebra. Sei weiter p eine Kapazitit auf (Q,U), die stetig auf oberen
Mengen ist. Dann gibt es genau ein o-additives Wahrscheinlichkeitsmafls P auf
(Q,.A), das mit u auf allen oberen Mengen tbereinstimmt.

Definition 2.9 (Assoziiertes Wahrscheinlichkeitsmafl) In der Situation
von Satz 2.4 heift das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl P, das zu
und < assoziierte Wahrscheinlichkeitsmaf3. Wir schreiben dafiir auch P = P, <.

Bemerkung 1: Die o-Algebra A ist die kleinste o-Algebra beziiglich der alle
isotonen Funktionen mefibar sind.

Bemerkung 2: Ist 2 = IR und < die gewohnliche Ordnung auf IR, so ist A die
Borelsche o-Algebra.

Korollar 2.1 Fir P wie in Satz 2.4 gelten die folgenden Aussagen.

/fdu = /fdP fiir alle 1sotonen Funktionen f.
fdu = /fdP fiir alle antitonen Funktionen f.

Beweis: Die erste Gleichheit folgt unmittelbar aus Lemma 2.1. Die zweite Gleich-
heit folgt aus der Tatsache, dafl fiir eine antitone Funktion f die Level-Mengen
{f < a}, a € Q, obere Mengen sind. ]

Korollar 2.2 Sei (), <) wie in Satz 2.4, L das System aller unteren Mengen und
A die von L erzeugte o-Algebra. Sei i eine Kapazitit, die stetig auf den unteren
Mengen ist. Dann gibt es genau ein o-additives Wahrscheinlichkeitsmafl P auf

2vgl. Anhang A.1
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(Q,.A), das mit p auf allen unteren Mengen tbereinstimmt. Fir dieses W-Mafs
gelten die folgenden Gleichheiten:

/fd,u = /fdP fiir alle antitonen f
D
/ fdu = /fdP fiir alle isotonen f

Beweis: Definiert man <? auf  durch z <P y <= y < =z, so folgt das
Korollar, indem man Satz 2.4 auf (£, <P) anwendet. =

Satz 2.4 beruht auf der Tatsache, daf die oberen Level-Mengen der betrachteten
Funktionen beziiglich Mengeninklusion linear geordnet sind. Man kann nun auch
dies zum Ausgangspunkt nehmen und von einer Klasse von Funktionen ausge-
hen, deren obere Level-Mengen linear geordnet sind. Nach der Bemerkung im
Anschlufl an Definition 2.5 ist dies gleichwertig mit der Komonotonie der be-
trachteten Funktionen. Wir betrachten also im folgenden einen Raum (£2,.4) und
eine komonotone Menge von Funktionen.

Lemma 2.2 Ist F eine komonotone Menge von Funktionen auf ), so ist die
durch
r<rpy <= f(z) < fly) fir alle f € F

definierte Relation <x eine schwache Ordnung auf ), und F ist eine Teilmenge
der isotonen Funktionen beziiglich <r.

Beweis: Die Transitivitét ist klar. Es bleibt die Vollstandigkeit zu zeigen. Ange-
nommen <z wéire nicht vollstdndig. Dann gibt es x,y € €, fiir die weder z <z y
noch y <z z gilt. Also existieren zwei Funktionen f,g € F, so dafl f(x) > f(y)
und ¢(y) > g(z) ist. Dann sind aber f und g nicht komonoton; Widerspruch.
Also ist <z auch vollstandig. [

Haben wir also eine Menge F von komonotonen Funktionen vorliegen und su-
chen wir nach einem Wahrscheinlichkeitsmaf}, das (2.17) fiir alle f € F erfiillt, so
miissen wir nur priifen, ob die von F induzierte schwache Ordnung die Vorausset-
zungen von Satz 2.4 erfiillt. Ist dies der Fall, so schreiben wir fiir das assoziierte
W-MaS8 statt P, <, auch einfacher P, r.

2.4 Produkte von Kapazititen

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit vorgeschlagen, analog zum Produkt
zweier o-additiver Mafle das Produkt zweier Kapazitdten zu definieren.
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Definition 2.10 Fine Funktion f : 1 x Qs — IR heifit komponentenweise ko-
monoton, wenn sowohl die Menge der Funktionen f(wi,-), w1 € 4, als auch die
Menge der Funktionen f(-,ws), we € Qa, komonoton sind.

Eine Menge A C €y x Qg heifit komponentenweise komonoton, wenn ihre Indi-
katorfunktion komponentenweise komonoton ist.

Fiir festes w1 € Q1 und A C Q1 x Qo heifft A* = {wy € Qo] (w1, w2) € A}.
der wy-Schnitt von A. Entsprechend definiert man den wy-Schnitt von A. Sei
[ Qi xQy — Q eine Funktion von €1 X Qqy nach einer Menge €Y. Die Funktionen
fur, w1 € Q, und f,,, wy € Qo, sind definiert durch

fw1 :QQ_>Ql7 WQ'—)f(CUl,CUQ),
fwg :Ql _>Q/7 wl’_)f(wlaw2>'
Die Funktion f,, heifit der wy-Schnitt von f, entsprechend fiir ws.

Beispiele fiir komponentenweise komonotone Funktionen sind alle beziiglich der
komponentenweisen partiellen Ordnung auf IR? monoton wachsenden Funktionen.
Alle Rechtecke Ay x Ay, Ay C 4, Ay C €25 sind komponentenweise komonoton,
ebenso alle oberen Mengen.

Wir definieren eine Produktkapazitédt g durch die Gleichung

pA) = [ ] Ladpsdpn (2.18)

= /Ql pa(A“Y) dpy,

deren Giiltigkeit wir jedoch nur fiir komponentenweise komonotone Mengen A
fordern. Offensichtlich ist p(0) = 0 und u(2; x Q) = 1. Wegen der Monoto-
nie des Choquet-Integrals ist auch klar, daf§ p isoton beziiglich Mengeninklusion
(eingeschrénkt auf komponentenweise komonotone Mengen) ist. Wir definieren

daher:

Definition 2.11 (Produktkapazitit) Fir i = 1,2 sei p; eine Choquel-
Kapazitat auf einem Mefsraum (€;, A;). Dann heifit jede Kapazitit p auf (€1 X
Do, A1 ® Ay), fir die (2.18) fir alle komponentenweise komonotonen Mengen
A€ A1 ® Ay gilt, Produktkapazitéit von py und pe. Wir schreiben p € py ® fio.

Durch obige Definition ist eine Produktkapazitidt auf allen komponentenweise
komonotonen Mengen eindeutig festgelegt. Produktmafle von o-additiven Maflen
sind durch ihre Werte auf den Rechtecken bereits auf der ganzen Produkt-o-
Algebra eindeutig bestimmt. Dies ist bei Produktkapazititen jedoch nicht der
Fall.

Ein Beispiel fiir eine Produktkapazitéit ist z.B. die durch
u(A) = /Q /Q Ladps duy  fiir alle A € A4; ® A,

definierte Kapazitiit.
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Lemma 2.3 Fir ¢ = 1,2 sei p; eine Choquet-Kapazitit auf einem Mefraum
(2, Ai) und u eine Produktkapazitit auf (0 X Qo, Ay @ As). Dann ist pP eine
Produktkapazitit von uP und pl.

Beweis: Sei A € A; ® A; eine komponentenweise komonotone Menge. Dann ist
auch A° komponentenweise komonoton und es gilt

WP(A) = 1 p(A9)
= 1—/ / 1Acdp2d,u1.
Q1 JQg

Wegen (2.8) und (2.6) ist

Ql QQ Q1 QZ

= / / Ladp duP .
Q1 J,

Also ist p eine Produktkapazitit von pf und pd’.
Lemma 2.4 Fir ¢ = 1,2 sei p; eine Choquet-Kapazitit auf einem Mefraum
(Q4, A;) und p eine Produktkapazitit auf (1 x Qa, A1 @ As). Dann gilt fir alle
Rechtecke Ay x Ay € Ay X Ay
(AL x Az) = pa (A1) - pa(Ag).
Beweis: Fiir Indikatorfunktionen von Rechtecken gilt
LAy xay (Wi, w2) = 14, (W1)1a,(w2).
Da auflerdem jedes Rechteck komponentenweise komonoton ist, gilt
(A X Ap) = / / L, (w1)1a, (wa) duadin
o JQ,
- / 1A1 (wl)/ 1A2(w2) dMQdul
o Q,

= /Q1 L, (w1) p2(Az)dpn
= p1(Ar) - pa(As).

Lemma 2.5 Fir ¢ = 1,2 sei p; eine Choquet-Kapazitit auf einem Mefraum
(Q4, A;) und p eine Produktkapazitit auf (21 x Qo, Ay @ Ag). Sind py und pg
stetig, so ist u stetig auf komponentenweise komonotonen Mengen.
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Beweis: Sei (A, ),en eine Folge von komponentenweise komonotonen Mengen,
fir die A,, /* A gilt. Dann ist auch fiir jedes w; € € die Folge (A“!),en auf-
steigend gegen A“'. Daher gilt po(A“Y) /" ua(A“). Nach Satz 2.2 ist dann aber
auch

e ydis [ (A% dp

und somit

Jim pu(An) = p(A),
wie behauptet. [
Voraussetzung (P): Fiir ¢ = 1,2 seien (€;, <;) schwach geordnete Réume,

die vollstédndig beziiglich beschrankter, monotoner Folgen seien, A; die von den
oberen Mengen beziiglich <; erzeugten o-Algebren und p; stetige Kapazitidten
auf A;. Weiter sei (2,4) = (1 x Q2,41 ® Ay), p eine Produktkapazitét auf
(2, A) und < die von <; und <, auf 2 induzierte partielle Ordnung.

Satz 2.5 Unter der Voraussetzung (P) gilt fir jede nichtnegative, beziiglich <
isotone, A-mefbare Funktion f: ) — IR:

Lo pdmem) = [ [ s du= [ | [ ] d.
Q1 xQ9 1951 Qg Qo Q1
Beweis: Abschnitt 2.6.

Korollar 2.3 Unter der Voraussetzung (P) gilt fiir jede nichtnegative, beziiglich
< antitone, A-meffbare Funktion f :Q — IR:

/lezf d(pn @ o) = /Q1 [/mfdﬂz} dpy = /Q2 [/Qlfdul} djis.

Beweis: Wir betrachten auf €2; die durch z §ZD y <= y <;  definierten schwa-
chen Ordnungen <P i =1,2. Wir zeigen, daf$ auch diese schwachen Ordnungen
die Voraussetzung (P) erfiillen.

Zunichst sind <;, i = 1,2, natiirlich auch schwache Ordnungen. (€2;, <;) ist auch
vollsténdig beziiglich beschrankter, monotoner Folgen. Eine aufsteigende Folge
beziiglich <P ist absteigend beziiglich <; und hat daher ein Infimum (beziiglich
<1). Dieses Infimum ist aber gerade das Supremum der Folge beziiglich <P. Fiir
aufsteigende Folgen ist die Situation vollig analog.

Da die oberen Mengen beziiglich <P gerade die unteren Mengen beziiglich <;
sind und diese wiederum die Komplemente der oberen Mengen beziiglich <;,
erzeugen die oberen Mengen beziiglich <P und die oberen Mengen beziiglich <;
dieselbe o-Algebra.

Ist f eine beziiglich < antitone Funktion, so ist f isoton beziiglich <. Somit
sind die Voraussetzungen von Satz 2.5 erfiillt, und die Behauptung folgt. [
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Satz 2.6 (Satz von Fubini fiir Kapazititen) Die Voraussetzung (P) sei
erfillt, und f : Q — IR sei eine A-meflbare, p-integrierbare Funktion. Ist f
beziiglich < isoton oder antiton, so gilt:

/lezf d(pn @ po) = /Ql UQQfdﬂz} dpy = /QQ {/Qlfd,ul} dps.

Beweis: Abschnitt 2.6.

Wir geben nun noch einige Beispiele an, in denen die Vorausetzungen des Satzes
von Fubini erfiillt sind.

Beispiel 2.2 Fiiri = 1,2 seien Q; endliche Ridume, A; = P(L;), p; Kapazititen
auf (Q;, A;) und f eine beliebige komponentenweise komonotone Funktion. Dann

gibt es lineare Ordnungen <;, i = 1,2, so daf$ die Vorausetzungen von Satz 2.6
erfillt sind.

Beweis: Ist f komponentenweise komonoton, so gibt es lineare Ordnungen <;
und <, auf €y und €2y, so dal f beziiglich der von diesen Ordnungen induzierten
partiellen Ordnung auf €2 isoton ist. Wegen der Endlichkeit sind die geordneten
Réume vollstédndig beziiglich beschrankter, monotoner Folgen. Weiter iiberlegt
man sich leicht, dafl fiir ¢ = 1, 2 die von den oberen Mengen beziiglich <; erzeug-
te o-Algebra alle einelementigen Teilmengen enthélt und somit P(€2;) sein muf.
Die Produkt-o-Algebra ist dann ebenfalls die Potenzmenge von ). Weiter ist jede
Funktion beziiglich der Potenzmenge mefbar. Aulerdem ist natiirlich auch jede
Kapazitét auf einer endlichen Menge stetig, so dafl tatséchlich die Voraussetzun-
gen erfiillt sind. [

Beispiel 2.3 Seien Q; = R, <; die gewéhnliche Ordnung auf IR, und A; =
B die Borelsche o-Algebra auf R, p; stetige Kapazititen auf (IR,B) und f :
IR? — IR eine isotone, B>-mefbare, p ® ug-integrierbare Funktion. Dann sind
die Voraussetzungen des Satzes von Fubini erfillt.

Beweis: IR versehen mit der gewohnlichen Ordnung ist vollstandig beziiglich be-
schrankter, monotoner Folgen. Die oberen Mengen in IR sind genau die Intervalle
der Form (a, 00), [a,00), a € R (sowie natiirlich () und R). Daher ist jede Men-
ge der Form (a,b], @ < b in der von den oberen Mengen erzeugten o-Algebra.
Das System dieser Mengen ist aber ein Erzeuger der Borelschen o-Algebra. Also
treffen die Vorausetzungen des Satzes von Fubini zu. [

Sind die Kapazitédten p; und ps nicht stetig, so ist der Satz von Fubini i.a. nicht
mehr giiltig. Wir geben dazu ein Beispiel.
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Beispiel 2.4 (Fubini nicht giiltig, falls y; nicht stetig) Seien (Q;, A;) = (N,
P(IN)), i = 1,2. Dann ist Q = IN* und A = P(IN?). Sei <,=< die gewéhnliche
Ordnung auf IN und <o=<P die duale Ordnung, d.h. es ist a <o b <= a > b.
Seien weiter 1 = po definiert durch

J(A) = { 1, falls A unendlich,

0, sonst.
Dann sind py und pe Kapazititen (sogar endlich additiv). Die Menge A =
{(a,b) |a > b} ist eine obere Menge. Ist namlich (a,b) € A und (a,b) = (¢,d), so
ista < cundb>d. Wegen (a,b) € A ist auch a > b. Daraus folgt sofort, dajs
c>d ist, d.h. (¢,d) € A. Nun ist aber

/]N/lNlA(wl,wz)duz(wz)dul(wl) = /]N/Lg({wﬂwgwl})dul(wl)

- /()du1 — 0
IN

Auf der anderen Seite ist

/]N/]NIA(whwg)d/~¢1(w1)d,u2(w2) = /]1\1“1({“1|W12W2})d112(w2)

IN

Also gilt der Satz von Fubini in diesem Fall nicht, obwohl alle Voraussetzungen
bis auf die Stetigkeit der Kapazititen erfillt sind.

Fiir Funktionen, die beziiglich der partiellen Ordnung auf dem Produktraum iso-
ton sind, ist also bei Produktkapazitdten der Satz von Fubini giiltig. Eine weitere
schone Eigenschaft der Produktkapazitéten ist, dafl das Choquet-Integral nicht
nur fiir komonotone Funktionen additiv ist, sondern auch falls beide Funktionen
isoton beziiglich der partiellen Ordnung sind. Wir prézisieren dies im folgenden
Satz.

Satz 2.7 Die Voraussetzung (P) sei erfillt. Die reellen Funktionen f, g seien
A-mefbar, p-integrierbar und beziiglich < isoton. Dann gilt

/(f+g)du - /fdu+/gdu-
Q Q Q
Beweis: Nach dem Satz von Fubini ist

/Q(f+g) dp = /Q U%(Hg)wl duz} dp (w1).

Da fiir jedes wy die Funktionen f,, und g,, isoton beziiglich der schwachen Ord-
nung <, sind, sind sie insbesondere komonoton. Daher ist

[+ ardi= [ | Lodna+ [ g die) daen).
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Wegen der Isotonie von f und ¢ in w; sind aber die Funktionen wy — [ f,, dus
und wy — [g,, dus isoton und somit komonoton. Daher ist

/Q1 [/Qwal dpip + /929‘”1 dﬂ2:| dpiy (wy)
= { Qwal d,uz} dpg(wr) + {/Qggw1 du% dpiy (wr).

Ql Q1

Die letzten beiden Gleichungen ergeben dann sofort die Behauptung. [

2.5 Unscharfe Maifle

Ein weiterer Bereich, in dem Kapazitidten Anwendung finden, ist die Theorie der
yunscharfen Mengen“ bzw. der ,,unscharfen Mafie“ (engl. ,, fuzzy sets* bzw. ,fuzzy
measures®). Der Ausgangspunkt der Theorie der unscharfen Mafle ist Dempster
(1967). Er betrachtet in seinem Artikel die folgende Fragestellung:

(©4,A;) und (€29, Ay) seien zwei Mefirdume, P ein W-Mafl auf A; und I': ©; —
Aj eine mengenwertige Funktion mit T'(wy) # 0 fiir alle w; € ;. Im Rahmen der
Entscheidungstheorie kann diese Situation folgendermafien interpretiert werden.
2 ist die Menge aller moglichen Umweltzustdnde und I' eine mogliche Aktion
des ET. Ist w; der wahre Umweltzustand, so ist ein wy € I'(w;) das Ergebnis
dieser Aktion. Die Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der verschiedenen Um-
weltzusténde sind gegeben, wohingegen keine Informationen vorliegen, welches
Element aus I'(w;) das Ergebnis der Aktion sein wird. Gesucht ist nun eine Men-
genfunktion p mit der Eigenschaft, daf ;(A) die Wahrscheinlichkeit ist, dafl das
Ergebnis der Aktion I" zur Menge A gehort. Ist I'(w) fiir alle w € € einelementig,
so ist I' eine Zufallsvariable und das Bildmafl P' die gesuchte Mengenfunktion.

In der eben beschriebenen allgemeinen Situation 148t sich jedoch keine eindeutige
Mengenfunktion p angeben. Es lassen sich lediglich obere und untere Schranken
fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit angeben. Fiir jede Teilmenge A € A, definiert
Dempster

(A = P({w € Q1 |D(w) C A}), (2.19)
1A = P({wr €0 |D(w)NA#DY). (2.20)

Dann ist offensichtlich p.(A) eine untere und p*(A) eine obere Schranke fiir die
gesuchte Wahrscheinlichkeit. Wegen

p(A) = P({{wr € |D(wn) £ A%}
= 1-— P({wl € Ql | F(wl) C AC}
= 1- /JJ*(AC>

sind p, und p* zueinander dual.
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Beispiel 2.5 (Ellsberg-Paradox, vgl. Beispiel 1.1) Sei ©; = {r,gb} und
Qs = {r,g,b}. Dann ist P gegeben durch P({r}) = 1, P({gb}) = 2. Weiter
ist T' gegeben durch T'(r) = {r}, T'({gb}) = {g,b}. Damit liegt genau die oben

beschriebene Situation vor.

Die oben definierten Mengenfunktionen g, und p* sind Kapazitédten. Dariiber-
hinaus erfiillen sie die folgenden Eigenschaften. Fiir alle Mengen A4, ..., A, € A,
gilt:

£
/N
=

=
N~——"

> Y ) (na), (221)

i=1 0AIC{1,..n} iel
w(0a) < % coie(na) 222)
i=1 0£IC{1,..n} iel

Die Untersuchung von Kapazitiaten mit den Eigenschaften (2.21) und (2.22) steht
im Mittelpunkt der Theorie der unscharfen Mafle.

Definition 2.12 (Vertrauensmafl, Plausibilitdtsmafl) Fine Kapazitit u, fir
die zusdtzlich (2.21) gilt, heifft Vertrauensmafl (engl. Belief Measure). Fine Ka-
pazitit p, die zusdtzlich (2.22) erfillt, heifit Plausibilitdtsmafl (engl. Plausibility
Measure).

Setzt man n = 2, so erhélt man aus (2.21) die starke Superadditivitét von fu.
und aus (2.22) die starke Subadditivitét von p*.

Jedes Vertrauensmafl und jedes Plausibilitdtsmafi konnen durch eine Funktion
m, das sogenannte basic assignment ausgedriickt werden.

Satz 2.8 Sei Q) endlich und p ein Vertrauensmaf auf (Q,P(2)). Dann gibt es
eine Funktion m : P(Q) — IR mit m(A) > 0 fir alle A C Q und > 4cqm(A) =1,
so dafs

w(A) = 3 m(B) (223

und

BNA#D
Die Funktion m ist dabei gegeben durch

m(A) = > (1) u(B) (2.24)

Beweis: Shafer (1976, Kapitel 2, §7).

In der eingangs beschriebenen Situation ist das basic assignment m gerade durch
m(A) = P(I' = A) gegeben.
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Durch (2.24) wird einem Vertrauensmafl p eine Funktion m zugeordnet. Umge-
kehrt ordnet (2.23) jedem basic assignment ein Vertrauensmafi zu. Man kann
nun natiirlich auch einer Kapazitat u, die kein Vertrauensmaf ist, eine Funktion
m : A — IR mittels (2.24) zuordnen. In diesem allgemeinen Fall heifit m die
Mébius-Inverse von p. Fiir m gilt dann

m() = 0. (2.25)
Y om(A) = 1. (2.26)

ACQ

Insbesondere ist i.a. m(A) > 0 nicht fiir alle A € A erfiillt. Ist m die M&bius-
Inverse einer Kapazitéat u, so gilt (2.23) auch, wenn p kein Vertrauensmaf ist.
Es ist p ndmlich genau dann ein Vertrauensmafl, wenn die Mobius-Inverse von
p nichtnegativ ist (siehe z.B. Chateauneuf und Jaffray (1989), wo noch andere
Charakterisierungen von Kapazitidten durch Eigenschaften ihrer Mobius-Inversen
gegeben werden).

Interessant ist vor allem die Darstellung des Choquet-Integrals durch die Mébius-
Inverse der Kapazitéit. Die folgenden Sétze, in denen immer vorausgesetzt wird,
daB Q endlich ist, finden sich in Gilboa und Schmeidler (1992a). In Gilboa und
Schmeidler (1992b) finden sich Verallgemeinerungen dieser Sétze fiir den Fall,
daf €2 unendlich ist.

Satz 2.9 (Gilboa und Schmeidler 1992a) Sei Q endlich, p eine Kapazitit
und m ihre Mobius-Inverse. Dann ist fir jede Funktion f:Q — IR

JFdn =3 min () m(4).

ACQ

Ist p ein Vertrauensmaf}, so kann also das Choquet-Integral einer Funktion f als
gewichteter Mittelwert aller Minima von f iiber Teilmengen von () dargestellt
werden.

Dieser Satz zeigt auch die Additivitdt des Choquet-Integrals fiir komonotone
Funktionen in einem neuen Licht. Nach Satz 2.9 erhélt man n&mlich fir das
Choquet-Integral einer Summe von Funktionen

JU+gdn = 3 min[f(w) + g(w)) m(A).

AcQ w€eA

Dies ist dann gleich der Summe der Choquet-Integrale, wenn

Lneig[f(w) +g(w)] = min flw)+ {}neigg(w) fur alle A C Q mit m(A) #0 (2.27)

gilt, d.h. wenn es fiir jede Menge A mit m(A) # 0 ein w* gibt, das f und g¢
simultan auf A mimimiert. Diese Bedingung ist offensichtlich dann erfiillt, wenn
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die Funktionen f und g komonoton sind. Mit anderen Worten: Sind f und g
komonoton, so ist [(f + g)du = [ fdu + [ gdu fiir alle Kapazitéiten p.

Auf der anderen Seite ist auch die folgende Frage von Interesse: Sei p eine ge-
gebene Kapazitit. Fiir welche Paare (f,¢) von Funktionen gilt [(f 4+ ¢)du =
[ fdu+ [ gdu ? Die Antwort auf diese Frage liefert Gleichung (2.27). Es sind dies
namlich genau die Paare von Funktionen, die (2.27) erfiillen.

Lemma 2.6 (Gilboa und Schmeidler 1992a) Sei Q2 endlich und u eine Ka-
pazitit auf Q. Dann gibt es Vertrauensmafle u*, p~, so dafs

po= =
Fiir jede Funktion f:Q — IR gilt

[rdu = [ gau = [ pap- .

Satz 2.10 (Gilboa und Schmeidler 1992a) Sei Q endlich und p eine Ka-
pazitit auf Q. Dann gibt es Mengen IIT und II= von W-Mafen auf 0 und
a € [0.5,1], so daf$ fiir alle Funktionen f : Q) — IR gilt

/fdu — a mm{/fdmpem}—u—a) min{/fdP|PeH‘}.

2.6 Beweise

Beweis von Satz 2.4

Bei unserem Beweis werden wir uns hauptséchlich auf den Satz 2.11 beziehen.
Bevor wir diesen formulieren kénnen, sind noch ein paar Vorbereitungen notwen-
dig.

Definition 2.13 (Kompakte Klasse) Sei () eine belicbige Menge. Eine Fami-
lie IC von Teilmengen von S heifst kompakte Klasse, wenn fiir jede Folge (K, )nen
in K mit Npew Kn = 0 eine natiirliche Zahl N existiert, so daff N)_, K, = 0.

Bemerkung: Ist K durchschnittstabil, so ist I genau dann eine kompakte Klas-
se, wenn fiir jede absteigende Folge (K, )nenw in K mit K, \, 0 ein N existiert
mit N2, K, = 0.

Definition 2.14 (Semi-Algebra) Sei () eine beliebige Menge. Eine Familie S
von Teilmengen von Q) heiffit Semi-Algebra, wenn sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:

(i) 0, QeS.
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(i) Sind A,B € S, so ist auch ANB € S.

(i1i) Ist A € S, soist A® Vereinigung einer endlichen Familie paarweise disjunk-
ter Mengen aus S.

Satz 2.11 Seien S eine Semi-Algebra auf 2, IC eine kompakte Klasse auf ) und
P : S8 — [0,1] eine additive Mengenfunktion mit P(Q2) = 1 und der folgenden
Approzimationseigenschaft:

Fiir jedes A € S und e > 0 gibt es B € § und K € K, so daf
BC K C A und P(A\ B) < ¢ ist.

Dann kann P auf genau eine Weise zu einem o-additiven W-Maf$ auf der von S
erzeugten o-Algebra A fortgesetzt werden.

Beweis: Pfanzagl und Pierlo (1966, S. 10), siehe auch Neveu (1969, S. 44).
Beweis von Satz 2.4: Der Beweis besteht aus zwei Schritten. Wir fithren den
Beweis zuniichst unter der Annahme, daf§ (€2, <) linear geordnet? ist. Im zweiten
Schritt beweisen wir dann den Satz unter der Voraussetzung, dal < lediglich eine
schwache Ordnung ist.

Schritt 1: Sei (2, <) linear geordnet.

Wir bezeichen die dekumulative Verteilungsfunktion von g mit F, d.h. es ist
F:Q —0,1] gegeben durch F(z) = pu((z, 00]).

Fiir jede obere Menge U gilt entweder

inf{F(x)|x ¢ U} =sup{F(z)|z €U}

oder
inf{F(z) |z ¢ U} >sup{F(z)|xe€U}.

Im zweiten Fall sagen wir, dal F' einen Sprung von U¢ nach U hat. Da fiir alle
ag¢ U, beU gilt
(a,00] > U2 (b,00],

ist u(U) = sup{F'(z)|z € U}, falls F keinen Sprung von U¢ nach U hat. Hat F
einen Sprung von U¢ nach U, so kann p(U) jeden Wert zwischen sup{F'(z) |z €
U} und inf{F(z)|z ¢ U} haben.

Da F' nur abzihlbar viele Spriinge haben kann, gibt es Gewichte «;, ¢ € INg, so
dafl p darstellbar ist als p = 272, a;p;, wobei die zu pp gehorige dekumulative
Verteilungsfunktion F{, keine Spriinge hat und die p; die Form haben

1, fallsUSA
A)=< 7 #0 2.2
Hi4) {O, sonst, (2.28)

37u ordnungstheoretischen Begriffen und Bezeichnungen vergleiche Anhang A.1.
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oder
1, fallsU C A,

p(A) = {0, sonst,

fiir eine obere Menge U. Es reicht also aus, die Behauptung fiir den Fall zu zeigen,
daB i entweder eine stetige dekumulative Verteilungsfunktion besitzt oder aber
vom Typ (2.28) oder (2.29) ist.

Sei

(2.29)

J={U\VIUVeUuvcu}

Dann ist J eine Semi-Algebra, die alle oberen Mengen enthélt. Wir definieren P
auf J durch P(U\ V) = u(U) — pu(V). Sind die Voraussetzungen von Satz 2.11
erfiillt, so kann P in eindeutiger Weise zu einem o-additiven W-Maf} auf der von
J erzeugten o-Algebra A fortgesetzt werden. Da A bereits von der Familie U
aller oberen Mengen erzeugt wird, folgt damit die Behauptung.

Wir miissen also zeigen, dafl eine kompakte Klasse I existiert, so dafl fiir jedes
A€ J und € > 0 eine Menge B € J mit P(A\ B) < € und eine Menge K € K
existieren, so dafl B C K C A gilt.

Fall 1: Wir nehmen an, daf§ F' keine Spriinge hat, d.h. da inf{F(z) |z ¢ U} =
sup{F'(z) | x € U} fiir alle oberen Mengen U gilt.

Wir zeigen, da8 das Mengensystem K = {[a,b]|a,b € Q} eine kompakte Klasse
ist. Sei also ([an,by])nen eine Folge in K. Da K durchschnittstabil ist, konnen
wir die Folge ([an,bn])nen als absteigend voraussetzen. Dann sind die Folgen
(an)nenw und (b, )nenw monoton und durch a; nach unten und durch b; nach oben
beschrénkt. Somit existieren, da €2 vollstéandig beziiglich beschréankter, monotoner
Folgen ist, sup,, ¢ @, und inf, e b, und es ist

Gy, b, = [sup a,, inf b,].
([ b = snp s, nf )

Ist dieser Durchschnitt leer, so ist sup,,cp an > inf,ew by,. Dann gibt es aber ein
N, so dal sup,., <y an > infi<,<y b, und somit ist N [an, ba] = 0. K ist also
eine kompakte Klasse.

Sei A = U\ V. Da wir angenommen haben, da§ F' keine Spriinge hat, ist u(U) =
sup{F(z) |z € U} und u(V) = inf{F(z) |z ¢ V}. Daher gibt es zu jedem ¢ > 0
ein z. € U mit pu(U) > F(x.) > pu(U) — 5 und ein y. ¢ V mit u(V) < F(ye) <
w(V) + 5. v und y, kénnen so gewdhlt werden, dafl x. < y.. Dann ist U \ V D

[Te, Ye] D (2e, Y] und

PU\V) = P((ze,yd) = [pU) = p(V)] = [F(zc) = F(ye)]
= [U) = Fla)] + [F(ye) — u(V)]
< €

Daher besitzen B = (z, y] und K = [z, y.] die verlangten Eigenschaften.
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Fall 2: Wir nehmen an, dafl ;1 vom Typ (2.28) oder (2.29) ist.
Fall 2a: Sei p gegeben durch

1, fallsUSA
A) = ) A4
Hi4) { 0, sonst,

fiir eine obere Menge U. Wir zeigen zunéchst, dafl das Mengensystem
K={V\U|Velu,VoU}

eine kompakte Klasse ist.

Sei also (V,,\ U)nen eine Folge in K mit leerem Durchschnitt. Da K durchschnitt-
stabil ist, konnen wir die Folge wieder als absteigend voraussetzen. Das bedeutet,
daB die Folge (V,,)new ebenfalls absteigend ist. Ist VH;U fiir alle n € IN, so ist
wegen

(fivn)\U: i(vn\U)zw

U = Ny2; V,. Wegen der Stetigkeit von p auf oberen Mengen fiihrt dies zum
Widerspruch
1= lim pu(V,) = p(U) =0.

Also kann VniU nicht fiir alle n gelten, d.h. es gibt ein N mit Viy = U. Dann ist

Vy\U =0 und N2_, (Vy \ U) = 0. Also ist K eine kompakte Klasse.

Sei nun wieder A € J, d.h. A = V\W fiir obere Mengen V und W. Fiir P(A) =0
wihlt man B = K = (. Ist P(4) = 1,somu8 W C UV sein. Fiw B = K = V\U
ist daher A D K D B und es gilt P(B) = (V) — u(U) =1 und K € K. B und
K besitzen also die in Satz 2.11 geforderte Approximationseigenschaft.

Fall 2b: Sei p gegeben durch

1, fallsU C A,
ulA) = {0, sonst,

fiir eine obere Menge U. Wir zeigen, dal das Mengensystem
K={U\V|VelUu,VcU}

eine kompakte Klasse ist.

Sei also (U \ V,,)new eine Folge in K mit leerem Durchschnitt. Wieder nutzen wir
aus, dafl I durchschnittstabil ist und setzen die Folge als absteigend voraus. Dies
bedeutet, daf die Folge (V,),en aufsteigend ist. Ist VniU fiir alle n € IN, so ist
wegen

o0

U\(f_jlvn)zUm(f_jlvn)czUm ﬁv;: NW\V,) =0

n=1 n=1
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U = U2, V,. Wegen der Stetigkeit von p auf oberen Mengen fiihrt dies zum
Widerspruch
0= lim pu(Va) = p(U) = 1.

Also kann VH;U nicht fiir alle n gelten, d.h. es gibt ein N mit Viy = U. Dann ist
U\ Vy=0und N2_,(U\V,) = 0. Also ist K eine kompakte Klasse.

Seinun A € J,d.h. A=V \W fir obere Mengen V und W. Fiir P(A) = 0 wéhlt
manB:K:Q).IstP(A):1,SomuBW;UCVsein.FﬁrB:K:U\W
ist daher A D K D B und es gilt P(B) = pu(U) — u(W) =1 und K € K. Somit
besitzen B und K die Approximationseigenschaft aus Satz 2.11.

Wir haben also gezeigt, dal sowohl fiir Kapazitdten mit stetiger dekumulativer
Verteilungsfunktion als auch fiir Kapazitdten geméafl (2.28) und (2.29) ein W-
Maf existiert, das mit der Kapazitat auf allen oberen Mengen iibereinstimmt. Da
jede Kapazitit p als abzéhlbare Linearkombination solcher Choquet-Kapazitédten
darstellbar ist, existiert also fiir jede Kapazitat pu ein W-Mafl P, das mit p auf
allen oberen Mengen {ibereinstimmt.

Schritt 2: (€, <) sei schwach geordnet. In diesem Fall ist (€2*, <*) linear geordnet
und vollstandig beziiglich beschrénkter, monotoner Folgen. Wir definieren p* auf
U* ={U C Q*|U obere Menge in Q*} = {U C Q*|U € U} durch p*(U) = u(U),
wobei U = {z € Q|z* € U}. Da U genau dann eine obere Menge (in Q) ist,
wenn U eine obere Menge (in €2) ist, ist auch u* stetig auf oberen Mengen. Daher
existiert ein W-Mafi P* auf der von U* erzeugten o-Algebra A*, das auf U* mit
p* iibereinstimmt. Ist A die von U erzeugte o-Algebra, so ist A = {A| A € A*}.

Man definiert dann ein W-Maf§ P auf A durch P(A) = P*(A). Dann stimmt P
auf U mit p iiberein, wie behauptet. m

Beweis von Satz 2.5

Wir zeigen zunéchst, dal die beiden iterierten Integrale gleich sind. Da p; stetig
auf oberen Mengen und (€2, <;) vollstandig beziiglich beschriankter, monotoner
Folgen ist, existiert nach Satz 2.4 eine W-Mafl P, auf der o-Algebra A;, das mit
w1 auf Uy ibereinstimmt. Somit gilt

A%fmn = A;fdﬂ

fiir alle isotonen Funktionen f : 2; — IR. Die entsprechende Aussage gilt fiir 2.

Ist f isoton beziiglich <, so ist fiir jedes w; die Funktion f,, : wy +— f(wi,ws)
isoton beziiglich <,. Daher ist fiir alle wy € ()y:

| fordiz = [ fdPy.
Qo Qo



2.6. BEWEISE 43

Da die Funktion w; — [q, f.,dP isoton beziiglich <, ist, gilt dann

I [ Q2fdu2} da = [ [ ngdpz] i

- L[]

(2.30)

Genauso zeigt man, dafl auch

L s = [ | [ sari] ap. (2.31)

ist. Da f A-mefibar ist, kann nach dem Satz von Fubini (fiir o-additive MaBe)
die Reihenfolge der Integration vertauscht werden. Daher ist

/Ql UﬂzfdPQ] ap, = /Q [/Qlfdpl} ap,.

Zusammen mit (2.30) und (2.31) liefert dies den Beweis dafiir, dal in der ange-
gebenen Situation auch bei Choquet-Integralen die Reihenfolge der Integration
vertauscht werden kann.

Wir miissen nun noch zeigen, dafl das Integral beziiglich der Produktkapazitéit
gleich einem der beiden iterierten Integrale ist.

Ist f eine Indikatorfunktion einer oberen Menge, so folgt dies direkt aus der
Definition einer Produktkapazitét.

Ist f eine Elementarfunktion, d.h. nimmt f nur endlich viele Werte ay < ... < a,

an, so ist
n

f=> (i — 1) lyza

=1

wobei ay = 0 gesetzt wurde. Da die Differenzen a; — ;1 sémtlich nichtnegtiv sind
und die Indikatorfunktionen 1{s>4,1, % = 1,...n, paarweise komonoton sind, folgt
die Behauptung aus der positiven Homogenitét und der komonotonen Additivitét
des Choquet-Integrals.

Ist f schlieBlich eine beliebige .A-mefibare Funktion, so gibt es eine Folge (f,,)nen
von isotonen Elementarfunktionen, die monoton gegen f konvergieren. Da p nach
Lemma 2.5 stetig auf oberen Mengen ist, gilt fiir isotone Funktionen der Satz
von der monotonen Konvergenz. Da nach dem Vorhergehendem fiir isotone Ele-
mentarfunktionen das Integral beziiglich der Produktkapazitit mit den iterierten
Integralen iibereinstimmt, gilt dies auch fiir beliebige A-mef3bare, isotone Funk-
tionen. =
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Beweis von Satz 2.6

Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Fall, dal f isoton ist. Es ist

| fdu= [ Frdu— [ fdu”.

Nach Satz 2.5 kann das Integral iiber f* als Doppelintegral geschrieben werden.
Da pP nach Lemma 2.3 eine Produktkapazitit von pf und p2 ist und wegen
Korollar 2.3 (f~ ist antiton !) gilt dasselbe fiir das Integral beziiglich f~. Somit

18t
L= [ V] fhdm] diaten) = [ ][ g5 du? ] did ).
Q Ql QQ Ql Q2

Wegen (2.6) ist dies dquivalent zu

/Qf dp = /91 [ o, f:ldm} dpr(wr) + {— o, f‘;lduQD} dpy (w). (2.32)

1971
Um dies als Integral (bezgl. p;) zu schreiben, miissen wir untersuchen, fiir welche
wy € Q die Summe [ f} dus — [ f, dpd iiberhaupt definiert ist, d.h. fiir welche
w1 nicht beide Integrale gleich oo werden.

Da f integrierbar ist, ist sowohl [ f¥du als auch [ f~du® endlich. Da f* und f~
nichtnegativ sind ist nach Satz 2.5

/ [ jld,ug] dpy(wy) < oo und {/ fw_ld,uﬂ dpP (wy) < oo.

Q1 L/Qo Qo
Daher muB py ({w1 | [ [, dpo = 00}) = 0 und pf ({w: | [ fo,dud’ = oo}) = 0 sein.
Dabeli ist die zweite Aussage gleichbedeutend mit py ({ws | [ f dud < oo}) = 1.
Da f* isoton und f~ antiton ist, sind die Mengen {w; | [ fldus = oo} und
{wi| [ f5duy < oo} obere Mengen. Obere Mengen auf einem schwach ge-
ordneten Raum sind aber linear geordnet beziiglich Mengeninklusion, so dafl
{wi | [ fhdue = oo} C {wi| [ f,dud < oo} oder die umgekehrte Inklusi-
on gelten muf. Wegen der Isotonie von gy muf aber {wi| [ ff du; = oo} C
{wi ] [ fo,duf < oo} sein. Daher sind die Mengen {wi | [ fldus = oo} und
{wi| [ f5,dud = oo} disjunkt, und [ f dus — [ fo, dpd ist iiberall definiert. Au-
Berdem sind [ f} dus und — [ f dpd isoton in w; und daher komonoton. Somit

wird (2.32) zu
/Qf dp = /Q1 /92 fodps —/QZ fwldué)] dpa (wr)

= /Q1 [/QQ fwld/’[‘2:| dp (wr).

/Qf dp = /Q2 |:/Ql fandlﬁl} d,u2(W2)-

1951

Daf3 auch
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gilt, zeigt man vollig analog. Somit ist die Behauptung fiir den Fall, daf§ f isoton
ist, gezeigt.

Ist f antiton, so ist f isoton beziiglich <P, wobei <” wie im Beweis von Korol-
lar 2.3 definiert ist. Wie dort zeigt man, dafi <P die Voraussetzung (P) erfiillt.
Damit folgt dann die Behauptung sofort aus dem soeben Gezeigten. [



Kapitel 3

Antizipierter Nutzen und
Choquet-Erwartungsnutzen

Wie wir in Abschnitt 1.3 gesehen haben, existieren eine Reihe von Verhaltenswei-
sen, die den Axiomen von EU und SEU widersprechen und die nicht einfach als
irrational bezeichnet werden kénnen. So waren viele der Personen, die in den em-
pirischen Untersuchungen von Slovic und Tversky (1974), Moskowitz (1974) und
MacCrimmon und Larsson (1979) gegen die Axiome von EU oder SEU verstie-
Ben, auch dann nicht bereit, ihre Entscheidung zu éndern, wenn ihnen dargelegt
wurde, wo und wie sie gegen die Axiome verstoflen hatten. Aus diesem Grunde
wurde in den letzten Jahren eine wachsende Anzahl von Modellen entwickelt,
die diese Phanomene erkliaren konnen (vgl. Fishburn 1988, Camerer und Weber
1992, Kischka und Puppe 1992). Wir konzentrieren uns hier auf eine Klasse von
Theorien, denen gemeinsam ist, dafl sie EU und SEU verallgemeinern, indem sie
die Préaferenzrelation des Entscheidungstriagers durch das Choquet-Integral einer
Nutzenfunktion beziiglich einer Choquet-Kapazitét repréisentieren.

Bevor wir die beiden von uns betrachteten Modelle — antizipierter Nutzen fiir
Entscheidungen unter Risiko und Choquet-Erwartungsnutzen fiir Entscheidungen
unter Unsicherheit — vorstellen, geben wir einen kurzen historischen Uberblick.
Sodann gehen wir kurz auf Axiomatisierungen dieser Modelle ein. Es wird gezeigt
werden, dafl nicht nur SEU und EU als Spezialfélle in diesen Modellen enthal-
ten sind, sondern auch viele andere Entscheidungsregeln. CEU und AU stehen in
enger Beziehung zum [I-Maximin-Prinzip bei vager Vorinformation. Dies wird Ge-
genstand eines weiteren Abschnittes sein. Wir werden zeigen, daf3 in bestimmten
Situationen das Choquet-Erwartungsnutzen-Modell und das [I-Maximin-Prinzip
zur selben Entscheidung fithren. Schliellich werden wir darlegen, wie die in Ab-
schnitt 1.3 betrachteten Phdnomene im Rahmen von AU und CEU erklért werden
konnen.
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3.1 Historisches

Bereits 1953 wurde durch das Allais-Paradox (vgl. Beispiel 1.2) deutlich, daf8 in
Entscheidungsproblemen Verhaltensweisen existieren, die mit dem Erwartungs-
nutzenprinzip nicht erklarbar sind. Weitere empirische Untersuchungen (vgl. Ells-
berg 1961, MacCrimmon 1968, Slovic und Tversky 1974, MacCrimmon und Lars-
son 1979, Kahneman und Tversky 1979) zeigten, dafl das Allais-Paradox kein
Einzelfall ist, sondern daf§ auch in realen Entscheidungssituationen Verhalten zu
beobachten ist, das nicht im Einklang mit EU steht. Zur Erklarung dieser Phéno-
mene nahmen einige Autoren an, dafl Wahrscheinlichkeiten , verzerrt* aufgenom-
men werden (Edwards 1955, 1962, Fellner 1961). Dies bedeutet, dafli Wahrschein-
lichkeiten erst transformiert in die Bewertung einer Aktion eingehen, dhnlich wie
ja auch in EU die moglichen Ergebnisse einer Aktion mit einer Nutzenfunktion
bewertet werden. In der Folgezeit entwickelten Handa (1977), Karmarkar (1978,
1979) und Kahneman und Tversky (1979) Theorien, die dieser Annahme Rech-
nung trugen.

Als Aktionen betrachten wir die Menge aller reellen Zufallsvariablen mit endli-
chem Tréger. Geméfl EU existiert eine Funktion u, so dafl der ET die Aktion X
wahlt, fiir die

n

EU(X) => u(z;)p;
i=1
maximal wird, wobei x;, i = 1,...n, die moglichen Ergebnisse und p;, 7 =1,...n,
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind. Handa (1977) schlug vor, die
Préferenzen des ET durch das Funktional

Vi (X) = Zil: ziq(ps)

zu repréasentieren, wobei ¢ : [0,1] — IR eine monoton wachsende Funktion
mit ¢(0) = 0 ist. Kahneman und Tversky (1979) betrachten nur Lotterien mit
hochstens zwei von Null verschiedenen Ergebnissen x7 und x5, wobei die Ergeb-
nisse Verdnderungen gegeniiber augenblicklichem Vermogen darstellen. Auf der
Menge dieser Lotterien ist das Praferenzfunktional von Kahnemann und Tversky
gegeben durch

vV (X) _ {U(ZEI)Q(]h) + U(ZEQ)Q(pQ)J falls T1X2 S 0 oder D1 +p2 < 17
KT w(za) + q(p1)(u(xy) — u(xs)), falls zyz9 > 0 und p; + py =1,

wobei u(0) = ¢(0) = 0, ¢(1) = 1 und v und ¢ monoton wachsend sind. Das von
Karmarkar (1978) vorgeschlagenen SWU-Modell (,,Subjectively Weighted Utili-
ty“) verwendet das folgende Funktional
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wobei ¢ : [0,1] — [0, 1] mit

(e}

p

=————— mitl<a<oo.
pa+(1_p)a

q(p)

Zwar konnen mit diesen Modellen viele der beobachteten Phdnomene erklart wer-
den, jedoch tritt ein neues Problem auf. Um dies zu erldutern benotigen wir den
Begriff der stochastischen Dominanz erster Ordnung. Eine Lotterie X dominiert
eine Lotterie Y stochastisch von erster Ordnung, wenn die Wahrscheinlichkeit,
in der Lotterie X einen Betrag von mindestens ¢ zu erhalten, fiir alle £ minde-
stens so grof} ist wie die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir die Lotterie Y.
Es ist naheliegend anzunehmen, daf§ ein ET in dieser Situation die Lotterie X
der Lotterie Y vorziehen wird. Man sagt von einem Préferenzfunktional mit die-
ser Eigenschaft, daf es stochastische Dominanz respektiert. Fishburn (1978) und
Quiggin (1982) haben gezeigt, dal die eben beschriebenen Modelle stochastische
Dominanz nicht respektieren. Der Grund hierfiir ist grob gesprochen, dafl in die-
sen Modellen nur individuelle Wahrscheinlicheiten transformiert werden. Quiggin
war der erste der erkannte, dal man die Wahrscheinlichkeiten nicht einzeln be-
trachten darf, sondern die gesamte Verteilung betrachten mufl. In dem von ihm
entwickelten Modell werden nicht einzelne Wahrscheinlichkeiten sondern die Ver-
teilungsfunktion transformiert. Das entsprechende Préiferenzfunktional fiir Lot-
terien mit endlichem Trager lautet in Quiggins Modell

n

Vo(X) = u(wy) IQ(i;pj) - Q(Zi;pj)] ,

i=1

Hierbei sind die Ergebnisse x;,7 = 1,...n so geordnet, dafl u(x1) < ...u(z,) gilt.
Die Funktion ¢ : [0,1] — [0,1] ist monoton wachsend und erfiillt ¢(0) = 0 und
q(1) = L.

3.2 Axiomatische Grundlagen von AU und
CEU

In diesem Abschnitt stellen wir nun die Grundziige des antizipierten Nutzen-
Modells und des Choquet-Erwartungsnutzen-Modells dar. Beiden Modellen ist ge-
meinsam, dafl der Entscheidungstriger versucht, den ,erwarteten Nutzen“ zu ma-
ximieren, wobei dieser ,,erwartete Nutzen“ nicht wie im Erwartungsnutzenmodell
beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafles berechnet wird, sondern als Choquet-
Integral beziiglich einer Kapazitédt. Der Unterschied zwischen beiden Modellen
liegt darin, dal das AU-Modell Entscheidungen unter Risiko, d.h. bei gegebe-
nem Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Menge der Umweltzustéande, beschreibt; das
CEU-Modell hingegen Entscheidungen unter Unsicherheit.



3.2. AXIOMATISCHE GRUNDLAGEN VON AU UND CEU 49

Definition 3.1 (CEU-Modell) Sei ((S,A),(C,D),F,=) ein Entscheidungs-
problem unter Unsicherheit. Fxistiert eine Nutzenfunktion u : C — IR und ei-
ne Kapazitit p : A — [0,1], so daf die Prdiferenzrelation < des ET durch das
CEU-Funktional

CEU: F — TR, f»—>/s(u0f)du,

reprasentiert wird, so bezeichnen wir den ET als CEU-Maximierer und das FEnt-
scheidungsproblem als CEU-Modell.

Es existiert eine Vielzahl von Axiomatisierungen von CEU-Modellen, die sich
jeweils in den Voraussetzungen an den Zustandsraum und den Konsequenzen-
raum unterscheiden. Schmeidler (1989) gibt eine Axiomatisierung von CEU im
Rahmen des Anscombe-Aumann-Modells, das sowohl subjektive als auch objek-
tive Wahrscheinlichkeiten benutzt. Die objektiven Wahrscheinlichkeiten sind bei
Schmeidler nach wie vor additiv, d.h. die Nutzenfunktion u auf dem Konsequen-
zenraum (= Menge aller Lotterien auf I') ist der Erwartungsnutzen der Lotterie.
Lediglich die subjektive Bewertung der Ereignisse ist eine Choquet-Kapazitét.
Die Axiomatisierung von Gilboa (1987) im Rahmen des Savageschen Ansatzes
kommt ohne objektive Wahrscheinlichkeiten aus, setzt aber voraus, daf§ der Zu-
standsraum S unendlich ist. Wakker (1989a,b) macht die Voraussetzungen, dafl
S endlich ist und da8 der Konsequenzenraum C ein zusammenhéngender, sepa-
rabler topologischer Raum ist. Wakker (1993) verallgemeinert diese Ergebnisse
fiir beliebige Zustandsrdume. Ergebnisse fiir den etwas allgemeineren algebrai-
schen Ansatz finden sich in Nakamura (1990), Wakker (1991) und Chew und
Karni (1991). Allen diesen Axiomensystemen ist gemeinsam, dafl Savages sure-
thing principle fallengelassen wird. In Anhang B werden vier Axiomensysteme
fiir CEU explizit dargestellt.

Definition 3.2 (AU-Modell) Sei ((C,D),P,=) ein Entscheidungsproblem un-
ter Risiko. Fxistiert eine Nutzenfunktion u : C — IR und eine Verzerrungsfunk-
tion q : [0,1] — [0,1], so daf$ die Praferenzrelation = des ET durch das AU-
Funktional

AU :P - TR, PH/ud(qu),
C

reprasentiert wird, so bezeichnen wir den ET als AU-Maximierer und das Ent-
scheidungsproblem als AU-Modell.

Das AU-Modell wurde erstmals von Quiggin (1982) entwickelt. In seiner Arbeit
wird eine leicht unterschiedliche Darstellung des AU-Funktionals gegeben. Die
Verzerrungsfunktion f in Quiggin (1982) ist die duale Verzerrungsfunktion der
von uns benutzten Verzerrungsfunktion ¢. AuBerdem setzt Quiggin (1982) noch
voraus, dafl ¢(0.5) = 0.5 gilt. Dies bedeutet, daf§ einfache 50-50-Lotterien ent-
sprechend dem EU-Modell bewertet werden. Diese Bedingung wurde jedoch als
zu einschrankend empfunden und in spéteren Darstellungen (Chew 1989, erste



50 3. ANTIZIPIERTER NUTZEN UND CHOQUET-ERWARTUNGSNUTZEN

Version 1985, Chew, Karni und Safra 1987, Segal 1989,1993, Wakker 1994) fal-
lengelassen. Eine Axiomatisierung, die an der Forderung ¢(0.5) = 0.5 festhélt ist
Quiggin und Wakker (1992). Wakker (1990b) zeigte, daBl jede Axiomatisierung
eines CEU-Modells zu einer Axiomatisierung eines AU-Modells fithrt. Ein Spe-
zialfall des AU-Modells ist Yaaris ,duale Theorie“ (Yaari 1987). Man erhélt die
duale Theorie aus dem AU-Modell, wenn die Nutzenfunktion u linear ist. Allen
Axiomatisierungen von AU-Modellen ist gemein, dafl das Unabhéngigkeitsaxiom
des von Neumann-Morgenstern-Modells abgeschwécht wird. Statt der Bezeich-
nung ,, Antizipierter Nutzen“ (,, Anticipated Utility“) finden sich in der Litera-
tur auch die Bezeichnungen ,, Erwartungsnutzen mit rangabhéngigen Wahrschein-
lichkeiten* (,,Expected Utility with Rank Dependent Probabilities*) und ,,Ran-
gabhéngiger Erwartungsnutzen“ (,Rank Dependent Expected Utility*). Einen
schoénen Uberblick iiber die Entwicklung des AU-Modells und iiber dessen Eigen-
schaften findet man in Quiggin (1993).

Das CEU-Modell enthilt viele der bekannten Entscheidungskriterien als Spezi-
alfélle.

Beispiel 3.1 (Maximin-Prinzip, Wald 1950) Das Mazximin-Prinzip besagt,
daff ein ET aus der Menge der mdglichen Aktionen diejenige Aktion wdhlt, fir

die der minimale Nutzen (iber alle Umweltzustinde) mazimal wird. Ist in einem

CEU-Modell
1, falls A=S,

p(A) = {0, sonst,

S0 1St

J(wo )du = int{u(f(s) |s € S} .

Ein CEU-Maximierer mit der angegebenen Choquet-Kapazitit entscheidet sich
also gemdj$ dem Maximin-Prinzip.

Beispiel 3.2 (Optimismus-Pessimismus-Kriterium, Hurwicz 1951)
Beim Optimismus-Pessimismus-Kriterium wird eine Aktion durch einen gewich-
teten Durchschnitt von minimal und mazximal mdéglichem Nutzen bewertet. Das
Optimismus-Pessimismus-Kriterium bedient sich dabei eines Pessimismuspara-
meters o € [0,1], der den Grad des Pessimismus des ET beschreibt. Der ET
wahlt aus der Menge der mdglichen Aktionen diejenige Aktion, fir die

OFu(f) = ainf{u(f(s))|s € S} + (1 — ) sup{u(f(s)) [ s € 5}
maximal wird. Ist in einem CEU-Modell die Kapazitit p gegeben durch

1, falls A =S,
w(A) = { 0, falls A= 10,

1—a, sonst,
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S0 1st
J(we P dn=aint{u(f()|s € S} + (1 - a)sup{u(F(s)) |s € S}

Ein CEU-Mazimierer mit der angegebenen Kapazitit entscheidet sich also nach
dem Optimismus-Pessimismus-Kriterium.

Beispiel 3.3 (Bayes-Prinzip, SEU-Modell) Das Bayes-Prinzip entspricht
dem SEU-Modell, d.h. ein ET entscheidet sich nach dem Bayes-Prinzip, wenn
ein. W-MafS P auf (S,.A) ezistiert, so daf der ET aus der Menge der mdgli-
chen Aktionen diejenige Aktion wdhlt, fir die der Erwartungswert des Nutzens
(beziiglich P) maximal wird. Ist in einem CEU-Modell p = P fiir ein W-Maf§ P,
so ist

JLwe Ndu = Ep(uo f).

FEin CEU-Maximierer mit der angegebenen Kapazitit entscheidet sich also gemdf
dem Bayes-Prinzip.

Beispiel 3.4 (Kriterium von Hodges und Lehmann 1952) Das Kriteri-
um von Hodges und Lehmann stellt eine Kombination aus dem Mazimin-Prinzip
und dem Bayes-Prinzip dar. Beim Hodges-Lehmann-Prinzip werden die Aktionen
durch das Funktional

HLpA(f) = (1= A)inf{u(f(s))|s € S} + AEp(uo ),
bewertet, wobei A € [0,1] ist und P ein W-Maf auf (S, A). X heifft Vertrauenspa-

rameter und kann als Vertrauen darauf interpretiert werden, dafS P wirklich die
Wahrscheinlichkeiten der Zustinde beschreibt. Ist in einem CEU-Modell

(1 falls A= S,
uA) = {)\P(A), sonst,

S0 18t

/S(u o f)du = (1— ) inf{u(f(s))|s € S} + AEp(uo f).
Somit ist auch das Hodges-Lehmann-Prinzip ein Spezialfall des CEU-Modells.

Beispiel 3.5 (Vage Vorinformation, II-Maximin-Prinzip) Ist in einem
Entscheidungsproblem bekannt, daf$ das W-Mafl P, das die Wahrscheinlichkeiten
der Zustinde beschreibt, zu einer Menge 11 von W-Mafen auf (S,.A) gehort, so
bezeichnen wir Il als vage Vorinformation. Fin ET handelt nach dem I1-Mazimin-
Prinzip, wenn er aus der Menge der mdglichen Aktionen diejenige Aktion f wdhlt,
fiir die

inf{Ep(uo f)| P €11}

mazimal wird. Auch dieses Prinzip steht in enger Verbindung zum CEU-Modell.
Allerdings ist das I1-Maximin-Prinzip kein Spezialfall des CEU-Modells. Hat die
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Menge 11 jedoch gewisse Eigenschaften, so kann auch dieses Modell als Spezi-
alfall des CEU-Modells dargestellt werden. Der Zusammenhang zwischen dem
[I-Mazimin-Prinzip und dem CEU-Modell wird in Abschnitt 3.3 ausfiihrlich dar-
gestellt.

Diese Beispiele sind auch in Hinblick auf die Interpretation der Choquet-
Kapazitit in einem CEU-Modell interessant, da sie zeigen, dafi ;(A) nicht ohne
weiteres als die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses oder das Vertrauen des ET
in das Eintreten dieses Ereignisses interpretiert werden kann. Ein ET, der nach
dem Maximin-Prinzip entscheidet, ist sicher nicht davon {iberzeugt, dafl jedes
Ereignis A # S die Wahrscheinlichkeit 0 besitzt, sondern er will sich lediglich
gegen den schlimmstmoglichen Fall absichern. Die Werte der Kapazitéit kénnen
also lediglich als Gewichte interpretiert werden, die den mdéglichen Ergebnissen
beigemessen werden.

Wir kommen nun noch kurz zur Frage der Eindeutigkeit der Choquet-Kapazitéit
und der Nutzenfunktion. Dazu benétigen wir die folgende Definition:

Definition 3.3 (Null-Ereignis, universelles Ereignis) Sei ((S,.A), (C,D),
F, =) ein CEU-Modell.

(i) Ein Ereignis A € A heifst Null-Ereignis, wenn fir alle z,y,z € C mit

z 2 x,y qult
zZ z oy
Ac A | T Ac A

(ii) Ein Ereignis A € A heifit universelles Ereignis, wenn fir alle x,y,z € C

mit x,y = z gilt
oz | |y oz
Ac A Ac AT

Sowohl die Konsequenzen einer Aktion auf einem Null-Ereignis als auch die Kon-
sequenzen auflerhalb eines universellen Ereignisses besitzen keine Relevanz fiir
die Bewertung einer Aktion. Man {iberlegt sich leicht, dal in einem CEU-Modell
mit mindestens zwei verschieden préferierten Konsequenzen genau dann ein Er-
eignis A existiert, das weder Null-Ereignis noch universelles Ereignis ist, wenn
ein Ereignis A existiert, fiir das 0 < p(A4) < 1 gilt.

Definition 3.4 (Triviales Modell, degeneriertes Modell) Ein CEU-Modell
heifit trivial, wenn f ~ g fiir alle f,g € F gilt. Ein CEU-Modell heif$t degeneriert,
wenn jedes Ereignis entweder Null-Ereignis oder universelles Ereignis ist. Fin
AU-Modell heifst degeneriert oder auch trivial, wenn P ~ @ fir alle P,QQ € P
gilt.
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Bei AU-Modellen sind also die Begriffe degeneriert und trivial synonym. Wir
fassen die Eindeutigkeitsaussagen der Axiomatisierungen von CEU- und AU-
Modellen im folgenden Satz zusammen. Fiir einen Beweis vergleiche die oben
zitierten Axiomatisierungen.

Satz 3.1 (Eindeutigkeitsaussagen) Die folgenden FEindeutigkeitsaussagen
gelten fiir CEU- und AU-Modelle gemaj$ Definition 3.1 und Definition 3.2.

o In einem trivialem CEU- oder AU-Modell ist p bzw. q beliebig und u kon-
stant.

e In einem degeneriertem, nichttrivialem CEU-Modell ist p eindeutig und u
eindeutig bis auf positive Transformationen.

e In einem nichtdegeneriertem, nichttrivialem CEU- oder AU-Modell ist p
bzw. q eindeutig und u eindeutig bis auf positive affine Transformationen.

3.3 CEU und das Maximin-Prinzip bei vager
Vorinformation

Das CEU-Modell steht in enger Beziehung zum sogenannten II-Maximin-Prinzip.
Diesem Modell zufolge handelt der ET als EU-Maximierer. Allerdings ist das
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der Menge der Umweltzustidnde nicht exakt be-
kannt, sondern es ist nur bekannt, daf§ P zu einer Menge II von Wahrscheinlich-
keitsmaflen gehort. Auf diese Situation wird nun das Maximin-Prinzip angewen-
det, d.h. fiir jede Aktion des ET wird der beziiglich Il minimale Erwartungsnutzen
bestimmt und dann die Aktion gewéhlt, die diesen maximiert. Die Praferenz wird
also durch das Funktional

Vi: F — R
f o min{/s(uof)dP|P€H}

reprasentiert.

Entscheidungsprobleme mit vager Vorinformation wurden unter anderem unter-
sucht von Fishburn (1964, 1965), Schneeweif} (1964), Kofler (1974), Biihler (1975),
Kofler und Menges (1976) und Weber (1987). Zur Verwendung vager Vorinfor-
mation in der statistischen Qualitétskontrolle vergleiche z.B. Krumbholz (1982).
Eine Axiomatisierung des Maximinprinzips bei vager Vorinformation findet sich

in Gilboa und Schmeidler (1989).

Ist die Menge der Umweltzustdnde endlich, so kann die Menge II z.B. durch
lineare Ungleichungen iiber die Wahrscheinlichkeiten p; = P({s;}), i = 1,...,n,
gegeben sein. Wir sprechen dann von linearer partieller Information (LPI) tiber
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die Wahrscheinlichkeiten. Im einfachsten Fall ist die Information von der Form
»Zustand s; ist mindestens so wahrscheinlich wie Zustand s;“, d.h. p; > p;, fiir
gewisse Zusténde s;, s;. Eine andere einfache Moglichkeit ist, wenn bekannt ist,
daBl die Wahrscheinlichkeiten der Zusténde in bestimmten Intervallen liegen, d.h.
wenn die Information von der Form p; € [L;,U;], i = 1,...,n, ist. In diesem Fall
spricht man auch davon, dal Intervallwahrscheinlichkeiten gegeben sind.

Wir wollen diese Situation zunéchst an einem Beispiel verdeutlichen und greifen
dazu wieder auf das Ellsberg-Paradox zuriick.

Beispiel 3.6 (Ellsberg-Paradox, vgl. Beispiel 1.1) Wir betrachten wieder
das FEllsberg-Paradox. Da sich in der Urne eine genau definierte Anzahl von roten,
gelben und blauen Kugeln befindet, gibt es ein ,objektives® W-Mafs P, das die
Ziehung einer Kugel aus der Urne beschreibt. Dieses W-Maf$ ist allerdings nicht
exakt bekannt. Wir wissen nur, dafi das W-Maf§ P zur Menge

L= {(PIP W-MaB auf S, P({r) = 5, P({9, ) = 5}

gehort. Entscheidung nach dem I1-Maximin-Prinzip bedeutet nun, daf fiir jede der
Aktionen der beziiglich II minimale Erwartungsnutzen berechnet wird und dann
anschlieffend die Aktion gewdhlt wird, fir die dieser mazximal wird.

Der Zusammenhang zwischen CEU und II-Maximin-Prinzip wird durch das Fol-
gende motiviert.

Definition 3.5 Sei (2, .A) ein Mefraum und I eine Menge von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (€2, A). Dann wird die Mengenfunktion

o A— IR,
A 1°(A) = sup{ P(4) | P € I},
als obere Wahrscheinlichkeit und die Mengenfunktion

e - A—1R,
A u,(A) =inf{P(A)| P € 11},

als untere Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Man {iberlegt sich leicht, daf§ p* und p, Kapazitéiten sind. Ferner sind obere und
untere Wahrscheinlichkeit dual zueinander, d.h. es gilt u? = u*.

Im Ellsberg-Beispiel wire somit auch das folgende Vorgehen denkbar:

(i) Berechnung der unteren Wahrscheinlichkeit p, zu II.

(ii) Berechnung des Choquet-Erwartungsnutzen CEU(f) = [wuo fdpu, fir jede
Aktion f.
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(iii) Entscheidung fiir die Aktion f, die CEU(f) maximiert.

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob die gerade formulierte Entscheidungsregel
und das II-Maximin-Prinzip zur selben Entscheidung fithren. Leider ist dies i.a.
nicht der Fall. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen II-Maximin-
Prinzip und CEU-Prinzip zur selben Entscheidung fithren. Satz 3.2 wurde unter
der zusétzlichen Voraussetzung, dafl {2 ein separabler, vollstéindig metrisierbarer
Raum ist, von Huber und Strassen (1973) bewiesen. Schmeidler (1986) beweist
einen analogen Satz. Anstatt o-additiver Mafle betrachtet Schmeidler (1986) je-
doch die Menge aller endlich additiven W-Mafle P, fiir die P(A) < p(A) fir alle
A € A gilt. Der Beweis von Satz 3.2 findet sich in Abschnitt 3.5.

Satz 3.2 Sei (2, A) ein Mefraum und p: A — [0, 1] eine Kapazitit. Sei weiter-
hin 11" = {P : A — [0,1] | P ist W-Mafs, P(A) < u(A) fir alle A € A} und L'
die Menge aller Funktionen, die beziiglich . und p” integrierbar sind. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) w ist stark subadditiv und von oben stetig.
(ii) [ fdu = max{[ fdP|P € II*} fir alle f € L.
(iii) Fiir jedes f € L' gibt es ein Py € TI*, so daf§ u(f > t) = Py(f > t) fiir alle
t e R.
Insbesondere gilt, falls eine der Bedingungen erfillt ist:

u(A) = max{P(A)| P € II"} fir alle A € A.

Beweis: Abschnitt 3.5

Durch Ubergang zur dualen Kapazitit erhiilt man sofort das folgende Korollar:

Korollar 3.1 Sei (2, A) ein Meffiraum und p : A — [0,1] eine Kapazitit. Sei
weiterhin 11, = {P : A — [0,1]| P ist W-Maf5, P(A) > p(A) fir alle A € A}
und L' die Menge aller Funktionen, die beziiglich p und pP integrierbar sind.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) w ist stark superadditiv und von unten stetig.
(ii) [ fdp = min{[ fdP|P €1L,} fir alle f € L.
(iii) Fiir jedes f € L' gibt es ein Py € 11, so daf§ u(f > t) = P¢(f > t) fiir alle
teR.

Insbesondere gilt, falls eine der Bedingungen erfillt ist:

p(A) = min{P(A)| P e 1l,} fir alle A € A.
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Ist also die Situation des Korollars gegeben, so kann die Entscheidung nach dem
[I-Maximin-Prinzip durchgefithrt werden, ohne fiir jedes W-Mal P € II den
Erwartungswert zu berechnen. Es muf lediglich der Choquet-Erwartungsnutzen
beziiglich der Kapazitit p. berechnet werden.

Die untere Wahrscheinlichkeit einer Menge II von W-Maflen ist zwar immer su-
peradditiv!, i.a. jedoch nicht stark superadditiv. Ferner kann es, selbst wenn
1y stark superadditiv ist, vorkommen, dafl die Menge II eine echte Teilmenge
von II, ist. Wir geben fiir beide Situationen Beispiele, die Huber und Strassen
(1973) entnommen sind. In beiden Beispielen gibt es eine Funktion f, fir die
[ fdp < min{[ fdP|P € I1,} gilt.

Beispiel 3.7 (u nicht stark superadditiv) Sei Q = {1,2,3,4}, und seien
Py =1(0.5,0.2,0.2,0.1), P, = (0.6,0.1,0.1,0.2), sowie Il die konveze Hiille von P
und Py. Fir A={1,2} und B ={1,3} ist

px(AUB) + p(ANB) =0840.5 < 0.7+ 0.7 = . (A) + p(B)

und somit ist p. nicht stark superadditiv. Fir f = (2,1,1,0) st [ fdu., = 1.3
aber min{ [ fdP|P € 11} = 1.4.

Beispiel 3.8 (i stark superadditiv, aber II1JI1,) Seien Q = {1,2,3}, i, =

(%, %, 0) und P, = (%, %, %), sowie Il die konvexe Hiille von Py und P;. Dann ist

3+ 32X\ A
IT= —_— = A 1] .
(322528 1re ]

Die untere Wahrscheinlichkeit p, ist gegeben durch

A | 0] {1y {2} | {3} ] {1.2} [{1.3} [{2.3} | @
p(A)J0]1/2]1/6] 0 | 5/6 | 1/2 | 1/3 |1

und somit stark superadditiv. Die Menge I1,,, ist gegeben durch

3+t 3—s—1t s
II, = - te 0,1, .
= {(EEET) cp )

Also ist I1 eine echte Teilmenge von 11, , wie behauptet. Wir zeigen noch, dafs es

Funktionen [ gibt, fir die [ fdu, < min{[ fdP|P € 11} gilt. Sei dazu f gegeben
durch f = (1,0,—1). Dann ist [ fdp. = % aber min{[ fdP|P € II} = 1.

3

Eine einfache und vom praktischen Standpunkt interessante Situation, in der
der minimale Erwartungsnutzen durch ein Choquet-Integral ausgedriickt werden
kann, liegt vor, wenn Intervallwahrscheinlichkeiten gegeben sind. Wir prézisieren
dies im folgenden Satz.

!Eine Kapazitit p auf einem Mengensystem A heifit superadditiv, falls fiir alle A, B € A mit
ANB=0gilt u(AU B) > u(A) + u(B).
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Satz 3.3 Sei Q2 = {wy,...,w,}, und sei 11 die Menge aller W-Mafle P auf P(Q)
mit
pi = P({wi}) € [Li,Ui], 1<i<n,
wobei 0 < L; <U; <1,i=1,...,n. Auflerdem gelte >  L; <1 und > U; >
1. Die Mengenfunktion u : P(2) — [0, 1] sei definiert durch
(A) = { >iea Li, falls Yiea Li + 3 i¢a Ui 2 1,
a L—32¢a Uiy falls 3oieq Li + 3 iga U < 1.

Dann ist p eine Kapazitit und fir alle f : Q2 — R gilt

/fdp . min{/fdP|P€H}.

Beweis: Abschnitt 3.5

3.4 Erklirung der Paradoxa

Wir wollen nun noch kurz darauf eingehen, wie im Rahmen von AU und CEU die
in Abschnitt 1.3 betrachteten Phdnomene erklart werden konnen. Zur Erklarung
des common consequence effect und des common ratio effect in AU und der dualen
Theorie vgl. auch Segal (1987), Yaari 1987 und Raell (1987).

Beispiel 3.9 (Common consequence effect, vgl. Beispiel 1.3) Beim com-
mon consequence effect wird das gleichzeitige Auftreten der Prdferenzen

To xr X3 T o)
< und -
lll lplﬂoz Ps] lpg p1+p3]
beobachtet, wobei x1 < xo < w3 gilt. In EU sind diese Prdferenzen nicht erkldrbar

(vgl. Beispiel 1.3). Mit u(xy) = 0, u(zs) = 1 sind in AU obige Priferenzen
dquivalent zu

T1 T2 I3
b1 P2 D3

u(w2)[q(p2 + p3) — a(ps)] + q(ps) < u(xz2) und q(ps) > u(r2)q(pr + ps3),

bzw. zu
q(ps) q(ps)
1 —q(p2 + p3) + q(ps3) q(pr +ps)

Der common consequence effect ist also in AU erkldrbar, wenn das Intervall fiir
u(xzy) nicht leer ist. Dies ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn q(p; +ps3) <
1—q(p2-+ps)+a(ps) ist, bzw. wenn q(p1+pa+ps)—q(p2+ps) > q(pr1+ps)—q(ps) ist.
Diese Ungleichung wird insbesondere von allen konvexen Verzerrungsfunktionen
erfillt. In AU kann der common consequence effect also dadurch erkldrt werden,
dafs man eine konvere Verzerrungsfunktion unterstellt. Insbesondere ist in AU
auch das Allais-Paradox durch eine konvexe Verzerrungsfunktion erklirbar. Dies
wurde bereits in Quiggin (1985) gezeigt.

u(we) <
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Beispiel 3.10 (Common ratio effect, vgl. Beispiel 1.4) Beim common ratio
effect wird das gleichzeitige Auftreteten der Prdferenzen

0 T . 0 i) und 0 T . 0 To
l=p1 m L—p2 po L—Ap1 Ap: L—=Apa Ap2 |’
beobachtet, wober A < 1 und x1,x9 > 0 sind. Dieses Verhalten ist in EU nicht
erkldrbar. Im Rahmen von AU sind obige Prdferenzen dquivalent zu

u(r1)q(p1) > w(w2)q(p2) und  u(x1)g(Ap1) < u(w2)q(Ap2).

Umformung und Kombination der Ungleichungen ergibt

Der common ratio effect kann also mit jeder Verzerrungsfunktion erklirt werden,
fiir die das oben angegebene Intervall fir u(xzs)/u(xy) nicht leer ist. Dies ist of-
fensichtlich dann erfillt, wenn q(ap)/q(p) fir jedes « > 1 monoton wachsend ist.
Segal (1987) zeigte, daf$ diese Bedingung dquivalent dazu ist, daff die Elastizitdt
(pd'(p))/q(p) monoton wachsend ist. Beispiele fiir solche Funktionen sind z.B.
q(p) =p/(2—p) oder q(p) =1 — (1 = p)* fir 0 <o <1.

Beispiel 3.11 (Ellsberg-Paradox, vgl. Beispiel 1.1) Im Ellsberg-Paradox
werden einem ET die Aktionenpaare

flzl{b,og} ﬁ] und [{b?r} gﬂzf

91:[{2} {?S}] und [{2} {2?3}]:92’

prasentiert. Typischerweise lautet die Entscheidung f1 >~ fo und g1 < g3. Wiahlit
man die Nutzenfunktion u so, daf$ uw(0) = 0 und u(100) = 1 gilt, so erhdilt man
fiir die Choquet-Erwartungsnutzen der Aktionen:

CEU(f1)
CEU(g1)

p(r), CEU(f2) = u(g),
:u(bv T)v CEU(QQ) = /j’(bvg>

Die beobachteten Priferenzen gelten also genau dann, wenn u(r) > u(g) und
w(b,r) < wu(b,g) ist. Da p als Choquet-Kapazitit nicht notwendig additiv sein
mufS, sind diese Bedingungen in CEU erfiillbar.
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3.5 Beweise

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 3.2 beginnen, benotigen wir noch einige
Voriiberlegungen. Die im Beweis benutzten Sétze von Daniell-Stone und Hahn-
Banach sind im Anhang zitiert.

Lemma 3.1 Sei p eine stark subadditive Kapazitit auf einem Mefraum (2, A).
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist p stetig von oben, so ist p auch stetig von unten.
(ii) Fiir alle A € A ist pP(A) < p(A).

Beweis: Teil (i): Sei zunéchst p stetig von oben und (A,),en eine Folge von
Mengen in A mit A, /* A. Dann ist (A\ A,) \, 0, und es gilt lim,, ., u(A\ A4,) =
0. Wegen der Subadditivitat ist u(A) < wp(A,) + u(A\ A,) fir alle n € N,
also p(A,) > u(A) — p(A\ A,) fir alle n € IN. Grenziibergang ergibt dann
lim,, o 11(Ay) > (A) und wegen der Monotonie von g ist lim,, . p(A4,) = p(A),
d.h. p ist stetig von unten.

Teil (ii): Sei A € A. Dann ist wegen der Subadditivitdt 1 = u(Q) < u(A)+ p(A°)
bzw. p(A) > 1 — p(A°) = uP(A). =

Die Umkehrung von Teil (i) des Lemmas gilt i.a. nicht, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 3.12 (u stark subadditiv und stetig von unten, aber nicht ste-
tig von oben) Sei Q =IN, A =P(Q) und u gegeben durch

)5+ 5%ea27 falls A#D
M(A>_{(2), 2 falls A=10.

Dann ist |1 eine von unten stetige, stark subadditive Kapazitit, die nicht stetig
von oben ist.

Lemma 3.2 Sei p eine stark subadditive und von oben stetige Kapazitit auf
einem Mefraum (2, A). Dann gilt fir jede absteigende Folge (f,)nenw von A-
mefbaren Funktionen mit f, \, 0 und [ fidp < oo fiir mindestens ein i € IN:

nlirglo / fandp = 0.
Beweis: Die Behauptung folgt aus Proposition 8.5., Proposition 8.8. und Theo-
rem 8.9. in Denneberg (1992).

Lemma 3.3 Sei p eine stark subadditive Kapazitit auf einem Mefraum (2, A),
und sei

£ ={f: Q= RIf A= mephar, [fdp, [ fap” € R}
Dann ist L' ein Vektorverband, der die konstanten Funktionen enthdilt.

Beweis: Denneberg (1992), Proposition 9.5.
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Beweis von Satz 3.2:

(2)=>(224): Sei zunéchst p stark subadditiv und stetig von oben. Wir definieren
auf L' die Funktionale [, und I} durch I,(f) = [ fdu bzw. IF(f) = [ f*dp.
Dann sind wegen Satz 2.1 I, und I /f positive, sublineare Funktionale auf £!, und
esist I, <1 ; )

Sei nun f € £'. Wir konstruieren ein Mafl Py, wie in (iii) gefordert. Sei zunéchst
f strikt positiv. Wir definieren ein Funktional {; auf M = {Af|X € IR} durch
ly(Af) = M (f). Dann ist [; linear, und es gilt [; < IF auf M. Nach dem Satz von
Hahn-Banach kann [¢ zu einem linearen Funktional Ly : L' — IR mit Ly < I/f
fortgesetzt werden. Fiir beliebiges g € L1 gilt

—Ly(g) = L¢(—g) < I;(=9) =0

Somit ist L(g) > 0 fiir g € £, d.h. Ly ist positiv und linear. Da p stetig von
oben ist, gilt nach Lemma 3.2 fiir jede Folge (uy)nenw € £ mit u, \, 0 auch
lim I'F (u,) = 0 und damit auch lim Ly (u,) = 0. AuBerdem ist nach Lemma 3.3
L' ein Vektorverband, der die konstanten Funktionen enthilt. Damit sind die
Voraussetzungen des Satzes von Daniell-Stone erfiillt. Somit gibt es genau ein
MaB Py auf Az1 mit

/gde = Ly(g) fiiralle g € L.

Man iiberlegt sich leicht, dafl Ay, = A ist.
Wir zeigen, dafi Py in II* liegt. Zunéchst ist fiir jedes A € A

PAA) = [1adPy = Ly(l) € L(la) = p(A) .

Um zu zeigen, dafl Py € II* ist, miissen wir also nur noch zeigen, dafi P¢(Q2) =1
ist. Es ist

/fdpf = Li(f) = l;(f) = L(f) = /fdu

und somit

/OOOPf(f>t)dt - /Ooou(f>t)dt.

Da Pr(A) < p(A) fir alle A € A ist, mul Pp(f > t) = p(f > t) fiir fast alle
t € IR, gelten, da andernfalls das linke Integral echt kleiner als das rechte Integral
wire. Wir zeigen, dafl dies sogar fiir alle t € IR gilt. Sei also ¢t € IR. Es gibt eine
Folge (tn)new mit ¢, \, t und Py(f > t,) = p(f > t,) fir alle n € IN. Da
{f >t} / {f >t} und da p nach Lemma 3.1 auch stetig von unten ist, folgt
Pi(f>1t)=p(f >1t). Also ist Pr(f >t) = pu(f > t) fiir alle ¢ € IR. Insbesondere
erhalten wir fiir t = 0, da f strikt positiv ist P¢(€2) = 1, d.h. Py liegt in II*. Fiir
strikt positives f ist also (iii) gezeigt.
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Sei nun f € £! beliebig. Dann ist f mit f(w) = 5 +arctan(f(w)) strikt positiv,

und nach dem eben gezeigten gibt es ein Mafl Py € I1* wie in (iii) gefordert. Dann
ist aber auch Pz(f >t) = u(f > t) fiir alle ¢ € R. Somit ist (i) = (i77) gezeigt.

(434)=-(41): Zu f € L wihle P wie in (iii). Dann gilt [ fdu = [ fdPf, und fiir
alle anderen P € TI* gilt [ fdu > [ fdP. Daherist [ fdu = max{[ fdP|P € II*}

wie verlangt.
(i¢)=(¢): Fiir A, B € A gilt

WAUB) +w(AnB) = /(1Aug 4 Lang) du

- max{/(1A+ 15)dP | P € "}

(A) + P(B)| P € 11"}
max{P(A)| P € "} + max{P(B) | P € II*}
= w(A) + u(B)

Also ist p stark subadditiv. Sei jetzt (A,)nenw eine Folge in A mit A, \, A.
Wir setzen in (ii) fiir f 35°,27"14,. Dann gibt es ein W-Maf} P € II* mit
[0, 27 a,dp = [322,2714,dP. Wie im Beweis von (i) = (ii) folgert man,
daB pu(A;) = P(4;) fiir alle ¢ € IN. Damit erhélt man

IA I
=
Qo
R
e

lim p(A;) = lim P(4;) = P(A) < u(4),

1—00 1—00 -

und wegen der Monotonie von p folgt lim; .o u(A;) = p(A). Somit ist auch
(1) = (1) gezeigt.

Der Zusatz folgt, indem man in (ii) fiir f Indikatorfunktionen einsetzt. ]

Beweis von Satz 3.3:

Wir zeigen zunichst, dafl p eine Kapazitét ist. u(0) = 0 und pu(2) = 1 ist klar.
Sei nun A C B. u(A) < p(B) ist klar, falls fiir A und B jeweils der gleiche Fall
aus der Definition von g zur Anwendung kommt. Wir miissen also nur den Fall
untersuchen, in dem » ;e 0 Li +3 ¢4 Ui 2 1und 3-,c5 Li +3-,¢5 U < 1ist. Dann

ist aber
WB)=1-3U>Y L =Y Li=p(A),

i¢B i€B i€cA
und somit ist auch die Monotonie von p gezeigt.

Wir zeigen nun, dafl u(A) < P(A) fur alle A C Q, P € II. Ist p(A) = X;ea L,
so ist alles klar. Tm Fall pu(A) = 1 — 35,44 U; folgt die Behauptung aus pu(A) =
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1 —igalU; <1 — P(A°) = P(A) fiir alle P € II. Hieraus folgt nun aber sofort,
da [ fdu <inf{[ fdP| P € II}.
Wir konstruieren jetzt zu jeder Funktion f : Q) — IR ein W-Maf§ Py € II, so da8
[ fdu = [ fdPy. Sei also f beliebig. Wir nehmen 0.B.d.A. an, da Q = {1, ..., n}
und f(1) < f(2) < ... < f(n). Wir definieren Py durch

Pr({i}) = pn{i,...,n}) —p({i+1,...,n}), i=1...,n.

Zunichst ist zu zeigen, daB8 Py in I liegt. Wir unterscheiden vier Falle:

Fall 1: 22111 Ue+>5—i L > 1 und 22:1 Ur+>p—iy1 Lr = 1. Wir erhalten dann
z Li— > L = L.

k=i+1

Fall 2: 0 YU+ 0 Ly < Lund p_ Uy + 33,1 Ly < 1. Dann ist
i—1 %
Py({i}) = (1 - zUk) _ (1 _ zUk) _ 0
k=1 k=1
Fall 3: Y0\ Up + 7, Ly < 1und Y4 Uy, + 301 Ly > 1. In diesem Fall ist

P —1—ZUk—ZLk-

k=i+1
Aus S0, Ly + 342 Uy < 1 folgt nun aber
P —1—ZUk—ZLk >LZ,
k=i+1
und aus >0, Ly + 22:1 Up > 1 folgt
Py ( _1—ZUk—ZLk<U
k=i+1

Somit ist auch in diesem Fall Pr({i}) € [L;, Uj].
Fall 4: Z Uk+ZkZLk>1unde 1 Uk + 2001 L < 1. Wegen

(ZUk-i- 3 Li) - (SUkJriLk):Ui—LiZO

k=i+1

kann dieser Fall nicht eintreten.
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Aus den vier Fallen ergibt sich, dafl Py € II. Wegen der Definition von P ist
dann

[Fan = 3 FOG b - i+ 1)
= 30PN

= /fde
min{/fdP|P€H}.

v

Da bereits gezeigt wurde, dal [ fdu < inf{[fdP|P € II} ist, folgt hieraus die
Behauptung. [



Kapitel 4

Stochastische Dominanz von
Kapazitidten

Resultate iiber stochastische Dominanz zwischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
erlauben es in EU und SEU Entscheidungen zwischen Alternativen zu treffen, oh-
ne daf} die Nutzenfunktion vollstandig bekannt sein muf. Es reicht vielmehr aus zu
wissen, daf} die Nutzenfunktion ganz bestimmte qualitative Eigenschaften besitzt,
wie z.B. Monotonie, Konkavitédt oder &hnliches. Neben der Entscheidungstheorie
wird stochastische Dominanz aber auch in vielen anderen Gebieten angewendet,
so z.B. in der Bedienungstheorie, Zuverldssigkeitstheorie, Simulation, stochasti-
scher Programmierung und Finanzplanung. Vergleiche dazu Mosler und Scarsini
(1991a).

In diesem Kapitel untersuchen wir stochastische Dominanz von Kapazitéten.
Wir verallgemeinern den Begriff der stochastischen Dominanz von W-Maflen auf
Choquet-Kapazitéiten und untersuchen, welche der Resultate in EU auf den all-
gemeineren Fall der Dominanz von Kapazitdaten iibertragen werden konnen. Im
zweiten Abschnitt betrachten wir speziell Mengen-Dominanzrelationen. Dies sind
Dominanzrelationen die durch Ungleichungen der Kapazitidten auf bestimmten
Teilmengen des Raumes charakterisiert werden konnen. Bei der Untersuchung
von Mengen-Dominanzrelationen spielt der Begriff der Quasi-MeBbarkeit (sie-
he Definition 2.6) eine zentrale Rolle. Sind die Kapazitéten auf einem schwach
geordnetem Raum definiert und sind alle betrachteten Nutzenfunktionen komo-
noton, so existiert nach Satz 2.4 ein assoziiertes W-Mafl. Das bedeutet, daf§ fiir
komonotone Klassen von Nutzenfunktion die Choquet-Integration als Integration
beziiglich eines o-additiven Mafles dargestellt werden kann. In diesem Fall las-
sen sich Charakterisierungen von Dominanzrelationen zwischen W-Maflen leicht
auf den Fall der Dominanz von Kapazitdten verallgemeinern. Dies werden wir
im dritten Abschnitt an einigen Beispielen darlegen. Im vierten Abschnitt zeigen
wir, wie mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir Kapazitdten Dominanzrelationen zwi-
schen Produktkapazititen durch Dominanzrelationen der Randkapazitédten cha-



4.1. GRUNDLAGEN 65

rakterisiert werden kénnen. Schlieflich zeigen wir noch, wie unsere Resultate {iber
stochastische Dominanz in AU und CEU angewendet werden kénnen. Wir wer-
den insbesondere zeigen, wie diese Ergebnisse in AU angewendet werden konnen,
wenn neben der Nutzenfunktion auch die Verzerrungsfunktion nicht vollsténdig
spezifiziert ist.

Dieses Kapitel folgt im wesentlichen — bis auf Abschnitt 4.4 — Dyckerhoff und
Mosler (1993).

4.1 Grundlagen

Stochastische Dominanz von Kapazitdten wird wie folgt definiert.

Definition 4.1 (Stochastische Dominanz von Kapazititen) Seien pi, po
zwei Kapazititen auf (2, A), und sei F C Q(A). Die Kapazitit p1; dominiert po
stochastisch beziiglich der Familie F (11 »=F p2), wenn

/fdul > /fd,ug fur alle f € F, fir die beide Integrale existieren.

Ist €2 ein Vektorraum und enthélt A mit jeder Menge A auch die Menge —A =
{—w]w € A}, so 1aBt sich zu jeder stochastischen Dominanzrelation eine duale
Relation definieren. Es sei

FP = {g:Q—>]R\g(w):—f(—w) fiir ein f € F und allewEQ}.

FP heiit dann die zu F duale Funktionenklasse. Wir geben hierfiir einige Bei-
spiele:

e Ist F die Klasse aller monoton wachsenden Funktionen, so ist FP = F.

e Ist F die Klasse aller konkaven Funktionen, so ist F? die Klasse aller kon-
vexen Funktionen.

o [st F die Menge aller monoton wachsenden und konkaven Funktionen, so
ist FP die Klasse aller monoton wachsenden und konvexen Funktionnen.

Wir definieren dann die zu = £ duale Dominanzrelation tg durch igzi— #p. Mit
der Bezeichnung 7i(A) = p(—A) und wegen (2.1) und (2.3) erhélt man

1 52 [o  genau dann, wenn ﬂ{j = ﬁ? .

Eine wichtige stochastische Dominanzrelation ist die stochastische Dominanz er-
ster Ordnung auf der reellen Achse: Sei Q2 = IR, A = B (die Borelsche o-Algebra)
und F; die Menge aller monoton wachsenden Funktionen auf IR. Diese Dominanz-
relation wurde fiir Wahrscheinlichkeitsmafle bereits von Lehmann (1955) charak-
terisiert. Eine Charakterisierung dieser Dominanzrelation fiir Kapazitdten gibt
der folgende Satz.
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Satz 4.1 Seien py, po Kapazititen auf (R,B) und sei F; = {f : R — R|f
monoton wachsend }. Dann gilt 1 > 5, ps genau dann, wenn

u1<[t, oo)) > Mg([t, oo)) fir allet € R
und (4.1)
,ul((t, oo)) > ug((t, oo)) fir alle t € R.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dafi (4.1) notwendig ist. Sei p; =z w2, d.h,
[ fduy > [ fdps fir alle f € Fi. Da 1y ) fiir jedes t € IR in F; liegt und
wegen (2.4) erhalten wir

i ([650) = [Nooodnn = [ Vusdnz = g ([t,50)) -

Fiir Intervalle der Form ¢, o0], t € IR, schlieft man analog.

Um zu zeigen, dafl (4.1) auch hinreichend ist, nehmen wir an, da f monoton
wachsend ist. Dann sind die Level-Mengen {f > t}, t € IR, obere Mengen. Da
die einzigen oberen Mengen in IR die Intervalle der Form [¢, 00) und (¢, c0) sind,
gilt i (f >t) > pa(f > t) fiir alle t € IR. Hieraus folgt sofort

i = /Oooﬂﬂfzt)dt + /_Ooo[m(fzt)—l]dt
/Oooug(th)dt + /_Ooo[uz(fzt)—l]dt
- /fdﬂz-

Y

4.2 Stochastische Dominanz beziiglich einer
Mengenfamilie

Definition 4.2 Sei I eine Menge von Kapazititen auf (2, A). Fine stochasti-
sche Dominanzrelation = auf Il heifit stochastische Dominanzrelation beziiglich
einer Mengenfamilie oder kurz Mengen-Dominanzrelation, wenn es eine Teilmen-

ge T C A gibt, so daf

w1 =x e genau dann, wenn (1) > us(T) fir alle T € T.

Bei o-additiven Wahrscheinlichkeitsmafien konnte fiir viele stochastische Domi-
nanzrelationen gezeigt werden, dafl sie Mengen-Dominanzrelationen sind (Mosler
und Scarsini 1991b, Bergmann 1991). Die meisten dieser Ergebnisse kénnen auf
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den Fall der stochastischen Dominanz von Choquet-Kapazititen verallgemeinert
werden.

Verschiedene Klassen von Funktionen koénnen zur selben Dominanzrelation
fithren. Daher ist es auch interessant, zu einer gegebenen Dominanzrelation je-
weils minimale und maximale Funktionenklassen zu finden, die diese Relation
reprasentieren.

Wir greifen dazu auf den Begriff der Quasi-7-Meflbarkeit aus Definition 2.6
zuriick. Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen Mengen-Dominanz
und Quasi-Mef3barkeit auf.

Satz 4.2 Seien py, po Kapazititen auf (2, A), sei T C A und sei Z(T) C F C
Q(T). Dann gilt

/ Fduy > / fduy fiir alle f € F (4.2)

genau dann, wenn
pi(T) > pe(T)  fir alle T € T. (4.3)

Beweis: Fir T € 7 and f = 17 ist f € F und [ fdu; = pu;(T), i = 1,2. Somit
folgt (4.3) aus (4.2).

Fiir die umgekehrte Richtung sei f € F und somit f € Q(7). Fiir t € IR and
€ > 0 existiert ein T} . € 7 mit

{fztcTiec{f=t—¢.
Aus (4.3) folgt, dafl
po(f 2 t) < pa(Tie) < m(Tee) < pun(f =t —€)
and damit

| mats =t < [T (s = t=adt = [ (s = var.

Genauso erhélt man

/0 [MQ(fZt)_1]dt§/_:[,u1(f2t)—1]dt_

—00

Addition der beiden Gleichungen und Grenziibergang fiir ¢ — 0 ergibt

[rdus < [ fdu.

wie behauptet. [
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Korollar 4.1 Seien p1, po Kapazitaten auf (Q,.A), set T C A und sei Z(T) C
F C Q(T). Dann ist

p1 =F po und py =F i

genau dann, wenn
pi(T) = pe(T)  fir alle T € T. (4.4)

Das Korollar ist eine unmittelbare Folgerung aus obigem Satz. Es zeigt, dafl
stochastische Dominanzrelationen i.a. nicht antisymmetrisch sind. Eine Domi-
nanzrelation ist lediglich dann antisymmetrisch, wenn die Klasse 7 reichhaltig
genug ist, d.h. wenn Gleichheit der Kapazititen auf 7 bereits Gleichheit der
Kapazititen auf A impliziert.

F = Z(T) ist nicht unbedingt die kleinste Funktionenklasse, fiir die die Aquiva-
lenz in Satz 4.2 gilt. Wenn jedoch die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind,
gilt in jedem Fall >z=>7(7). Auf der anderen Seite ist F = Q(7) die groBte
Funktionenklasse, fiir die die Aquivalenz in Satz 4.2 gilt, wenn pq und s, beliebige
Kapazititen sind. Wie Greco (1981) gezeigt hat, gibt es zu jedem f ¢ Q(7) Kapa-
zitdten gy und o, so dafl py (1) > po(T) fiir alle T € T ist, aber [ fduy < [ fdus.
Mit anderen Worten:

Korollar 4.2 Sei T C A, und sei Z(T) C F C Q(T). Dann ist Q(T) die
Klasse der <g-monotonen Funktionen, d.h. die Menge aller quasi-A-mefSbaren
Funktionen f, fir die gilt:

p 2F 2 = /fdmﬁ/fdul-

Im folgenden geben wir einige Beispiele fiir Mengen-Dominanzrelationen. In je-
dem Beispiel wird zu einer gegebenen Klasse 7 von Mengen die Familie Q(7)
oder zumindest eine Famile F C Q(7) bestimmt, fiir die Satz 4.2 zutrifft.

Beispiel 4.1 Sei (Q,.A) beliebig und h : Q — IR eine gegebene von oben A-
mefbare Funktion. Wir betrachten die Familie 75, der oberen Level-Mengen von
h,

T ={{h>a}|aeR}

Weiter sei

Fn = {f :Q—=R|f=poh, p:h(Q) — IR monoton wachsend

und von rechts stetig}.

Dann st
Fn = Q(Th)
und Satz 4.2 gilt mit T, und Fy,.
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Beweis: Sei a € R, f € F, und f = p o h mit einer monoton wachsenden und
von rechts stetigen Funktion p : A(©2) — IR. Dann ist {p > a} = [, 00) fiir ein
£ € R und

{f=a} ={h>p} e
Somit ist f € Q(7T,), wie behauptet.
Sei nun umgekehrt f in Q(7,). Wir zeigen zuerst, dal aus h(xz) < h(y) folgt,
daB f(z) < f(y) ist. Wir nehmen dazu an, daf es ein Paar x, y gibt, so daf
h(z) < h(y) und f(x) > f(y) ist. Da f quasi-Z,-meflbar ist, existiert fiir o = f(z)
und € = ((f(z) — f(y))/2 ein B € R, so dafl

{rz 1@} c{n=8} c{f= (@ +rw)/2}.

Also ist x in {h > (}. Da h(x) < h(y), ist aber auch y in {h > }. Andererseits
ist y nicht in {f > (f(x) + f(y))/2}; Widerspruch.

Wir erhalten also, daf§ aus h(x) = h(y) auch f(z) = f(y) folgt. Somit gibt es
eine reelle Funktion p : A(2) — IR mit f = poh, und diese Funktion ist monoton
wachsend. Wir zeigen nun wieder durch Widerspruchsbeweis, dafl p auch von
rechts stetig ist. Dazu nehmen wir an, dafl p nicht von rechts stetig ist. Dann gibt
es eine monoton fallende Folge (5,,)nen in A(2), die gegen 5 € h(Q2) konvergiert,
so daB a = lim,,—, p(B3,) > p(B). Dann gilt fiir alle e mit 0 < € < o — p(B)

(h2 05 (120} = (1> 8} = {2 0- d5fhz0)
Also gibt es kein ~, fiir das

(rzajcfrza)efrza-d

ist, was im Widerspruch zu f € Q(7,) steht. ]

Die Rechtsstetigkeit von p ist notwendig, damit F, C Q(7,) gilt. Spezialfille
ergeben sich z.B., wenn €2 ein normierter Vektorraum mit Norm A ist. Dann
ist 75, die Menge der abgeschlossenen Kugeln um den Ursprung und Fj, ist eine
Teilmenge der norm-wachsenden Funktionen. Eine dhnliche Situation entsteht,
wenn 2 = ' x ' und h eine Metrik auf ' ist.

In obigem Beispiel induziert h eine schwache Ordnung auf 2. Umgekehrt exi-
stiert zu jedem schwach geordnetem Raum (€2, <) — sofern Q* eine abzéhlbare
ordnungsdichte Teilmenge enthélt — eine reelle Funktion A : @ — IR, die diese
schwache Ordnung induziert.

Beispiel 4.2 Wir betrachten einen mit einer Prdordnung versehenen Raum
(Q, A, <) und die Familield = {U € A|U ist obere Menge} der oberen Mengen
in A. Sei Fy ={ f € Q(A)| f monoton wachsend}. Dann ist

Fi=0U). (4.5)
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Dieses Beispiel stellt eine Verallgemeinerung von Satz 4.1 dar. Setzt man namlich
Q2 =1, A= B und fiir < die gewohnliche Ordnung auf IR, so erhélt man genau
die Aussage von Satz 4.1. Fiir das entsprechende Resultat bei Wahrscheinlich-
keitsmaflen vergleiche man Lehmann (1955) und Kamae, Krengel und O’Brien
(1977).

Beispiel 4.3 Weitergehende Ergebnisse erhdlt man unter topologischen Vor-
aussetzungen. Wir betrachten dazu einen topologischen Raum (2, O) mit einer
stetigen' Préiordnung < und der Borelschen o-Algebra B(Q). Wir bezeichnen mit

Upp = {S C Q| S offen und obere Menge},

und

Uy = {S C Q| S abgeschlossen und obere Menge }
Dann st
ou,) =9oU,,) = {f :Q — R | f stetig und monoton wachsend} ,

und Satz 4.2 gilt sowohl mit T = Uy als auch mit T =U,y.

Beispiel 4.4 Sei Q) ein Vektorraum, versehen mit einer Prdaordnung <, und sei
U, = {S|S obere Menge und konvex}. Dann ist

oUu,,) = {f : Q — IR| f monoton wachsend und quasikankav} :
Fiir o-additive Wahrscheinlichkeitsmafe, vgl. Levhari et. al. (1975).

Beispiel 4.5 Sei Q = IR", < die komponentenweise partielle Ordnung und <
-, > ein Skalarprodukt. Wir betrachten die abgeschlossenen Halbrdume H (a,3) =
{x e Q| <a,x> >}, wobei a € R", f € IR. Sei Uys die Menge der oberen
Halbrdume. Dann ist

oUu,,) = {f :Q—=R|f=pa,->), p: IR — IR monoton wachsend
und von rechts stetig, H(a,0) obere Menge}

In Full o-additiver Wahrscheinlichkeitsmafle wurde diese Ordnung von Muliere
und Scarsini (1989) untersucht.

Beispiel 4.6 Sei Q = R? und G eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe O
Sei weiter A invariant unter Transformationen g € G. Wir definieren auf IR?
eine Relation <¢g wie folgt: x <g vy, falls x in der konvexen Hiille der Bahn von

'Eine Priiordnung < auf einem topologischem Raum (2, O) heifit stetig, wenn fiir alle z € Q
die Mengen {y|z < y} und {y|y < =} abgeschlossen sind.
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y liegt, d.h., x € conv{z|z = gy, g € G}. Eine Funktion f : R® — R heifit G-
wachsend, wenn sie beziglich <g isoton ist. Mit Tg = {S | 1s G-wachsend } erhdlt
man

Q(7g) = {f Q—-R|f g-wachsend} (4.6)

In diesem Beispiel ist Tg die Familie der oberen Mengen beziiglich <g. Somit
folgt (4.6) aus (4.5). Ein interessanter Spezialfall entsteht, wenn G = Gge, =
{m € O 7 ist eine Permutationsmatriz }. In diesem Fall ist Q(7g) die Menge
der Schur-konvezen Funktionen; siehe Marshall and Olkin (1979). Fir andere
Spezialfille und Anwendungen mit Wahrscheinlichkeitsmafien verweisen wir auf
die Biicher von Eaton (1987) und Dharmadhikari und Joag-Dev (1988).

Beispiel 4.7 Sei wieder Q = R?, G eine Untergruppe von O%, A G-invariant
und Tg = {T|T G-invariant und konvex}. Dann ist

Q(7g) = {f : Q — R | f G-invariant und um’modal}

Dabei heifst eine Funktion f unimodal, wenn die Mengen {f > a}, a € R sdmit-
lich konvex sind. Fir Anwendungen dieser Dominanzrelation in der Statistik (dort
mit Wahrscheinlichkeitsmafien) vergleiche man Mosler (1987) und Dharmadhi-
kari und Joag-Dev (1988).

Beweis: Ist f G-invariant und unimodal, so ist {f > «} fiir jedes o € IR G-
invariant und konvex, und somit ist f € Q(7g).

Sei nun umgekehrt f € Q(7g). Dann existiert fiir jedes & € IR und € > 0 eine
G-invariante und konvexe Menge T, mit (2.15): {f > a} C T, C{f > a —€}.
Somit ist {f > a} = Neso Ta.e und als Schnitt konvexer Mengen wieder konvex.
Also ist f is unimodal. Wir nehmen nun an, daf§ f nicht G-invariant ist. Dann
gibt es y € Qund g € G, so daB f(y) < f(gy). Wegen (2.15) mit a = f(gy),e =
(f(gy) — f(y))/2 ist aber gy € T, .. Da T, aber G-invariant ist, ist auch y € T,
und damit auch in {f > a — €}. Das fiihrt aber wegen f(y) > o — 2¢ = f(y) zum
Widerspruch. [

Beispiel 4.8 Sei Q = R?, < die gewéhnliche partielle Ordnung auf RY, T, =
{{z|x >z} |z € Fd} die Familie der oberen Orthanten und A ein Mengensystem,
das T,, enthdlt. Dann ist

QT,,) D {f: Q=R f(z) = p(min{Xiz;}), \; >0,
p: IR — IR monoton wachsend und von rechts stetz'g}

Die Inklusion ist strikt. Dies zeigt das Beispiel f(x1,79) = min{x,,z3}. Mengen-
Dominanz von o-additiven Wahrscheinlichkeitsmaflen beziiglich T,, wurde von
Mosler (1982, 1984), Scarsini (1985, 1988) und Riischendorf (1981) untersucht.



72 4. STOCHASTISCHE DOMINANZ VON KAPAZITATEN

Beweis: Sei f(z) = p(min;{\;z;}) fiir gewisse \; > 0 und eine monoton wach-
sende und von rechts stetige Funktion p. Wir definieren die Quasi-Inverse einer
monoton wachsenden Funktion wie iiblich durch p~!(y) = inf{z | p(x) > y}. Dann
ist

{f > a} = {x| miin{)\l-xi} > p_l(a)} = {az\x > z},

wobel z = (z1,...,24), zi = p~(a)/Ni. Somit ist f € Q(T,,), wie behauptet. m
Bemerkung: Sei h eine von oben A-mefbare Funktion. Gilt fiir alle o € R
pi(h > a) > pa(h > a) und py(h > a) > pa(h > )
dann ist auch
pi(poh = a) = pa(poh = a)und p(poh>a) = p(poh > a)

fiir alle o und fiir jede monoton wachsende Funktion p : IR — IR. Somit ist
f(poh)duy > [(poh)dus fiir jede monoton wachsende Funktion p : R — IR. Das
bedeutet aber, dafi Mengen-Dominanz beziiglich der Level-Mengen einer gegebe-
nen Funktion eine grofie Klasse von Funktionen liefert, die monoton beziiglich
dieser Dominanzrelation sind, ndmlich alle monoton wachsenden Transformatio-
nen dieser Funktion, bzw. alle Funktionen, die isoton beziiglich der von h auf €2
induzierten schwachen Ordnung sind. Andere Dominanzrelationen auf schwach
geordneten Rdumne werden im folgenden Abschnitt untersucht.

4.3 Stochastische Dominanz auf schwach ge-
ordneten Riaumen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt Dominanzrelationen auf schwach geordne-
ten Rdumen. Sind die Choquet-Kapazitdten stetig auf oberen Mengen und ist
(Q, <) vollstandig beziiglich beschrénkter, monotoner Folgen, so existiert nach
Satz 2.4 ein W-Mafi P auf der von den oberen Mengen erzeugten o-Algebra A,
so daf3

/ fdu = / fdP fir alle monoton wachsenden Funktionen f (4.7)

gilt.
Gilt (4.7), so ist es einfach, bekannte Charakterisierungen von stochastischen

Dominanzrelationen mit W-Maflen auf Kapazitéiten zu iibertragen. Ist namlich
FCF ={f:9— R|f monoton wachsend }, so ist

/ Fduy > / fduy fiir alle f € F
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genau dann, wenn

/ fdp, > / fdP, firalle f € F

wobei P; das zu p; beziiglich < assoziierte W-Maf} bezeichnet, i = 1, 2.

Wir beschreiben nun, wie mittels Satz 2.4 Charakterisierungen von stochasti-
schen Dominanzrelationen, die fiir Wahrscheinlichkeitsmafie bekannt sind, auf
Kapazitéten iibertragen werden kénnen.

Satz 4.3 Sei Q0 ein Intervall in R, und sei B = B(2) die Borelsche o-Algebra
auf Q. Weiter seien F C F; eine Menge von monoton wachsenden Funktionen
und py, po Kapazititen auf (Q, B), die stetig auf oberen Mengen sind. Fir Wahr-
scheinlichkeitsmafie bestehe die folgende Charakterisierung der Dominanzrelation
<F:

P, <z P5 genau dann, wenn U(Py, Ps),
wobei U(Py, Py) eine Aussage ist, deren Giiltigkeit lediglich von den Werten der
Wahrscheinlichkeitsmafle auf oberen Mengem abhingt. Dann gilt fir die Kapa-
zitaten py, o

1 2F pa genaw dann, wenn U, pa) -

Beweis: Jedes Intervall in IR ist vollstéandig beziiglich beschrankter, monotoner
Folgen. Somit sind die Voraussetzungen von Satz 2.4 erfiillt. Es existieren also
W-Mafle P, P», die auf oberen Mengen mit p; und ps iibereinstimmen. Nach
Lemma 2.1 ist

/de- = /fdul-, 1 =1,2, fiir alle monoton wachsenden f .

Damit gelten die folgenden Aquivalenzen:

2 pe = P2 P = UP,P) <= U(wm,pe).

Wir illustrieren nun die Ergebnisse dieses Abschnitts mit einigen Beispielen.

Beispiel 4.9 Sei 7, = {u : R — IR|u monoton wachsend und konkav} und
w1, po Kapazititen auf (R, B). Sind uy, pse stetig auf oberen Mengen, so gilt

P 2F 2 = / [F1(t) — Fo(t)]dt <0 VzeIR,

wobei Fi(t) = p; ([t,00)), i = 1,2, die dekumulative Verteilungsfunktion bezeich-
net.

Ein analoges Resultat erhdlt man fiir Kapazititen, die auf unteren Mengen stetig
sind, wenn man das untere Choquet-Integral benutzt und F; durch F; und > durch
< ersetzt.
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Beweis: Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle Py, P, gilt
P <5 Py < / Pi([t,00)) — Bs([t,00)) dt <0 Vo € R,

Die Aussage auf der rechten Seite héngt lediglich von den Werten der Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf oberen Mengen ab. Die Behauptung folgt daher direkt
aus Satz 4.3. |

Beispiel 4.10 Fiir k > 2 sei

,’gz{u:IR—>]R|u(:L'):/Oo/oo-~~/oov(to)dto...dtk,g,
x Jtg—o t1

v monoton wachsend und von rechts stetig, v < 0, lim, . v(z) = O} .

Seien py, o Kapazititen auf (R, B), die stetig auf oberen Mengen sind und be-
zeichne F; die dekumulative Verteilungsfunktion von p;, i = 1,2. Dann gilt

x tr—2 t1 —
1 i]:]/C o <—— [ [ [ [F1(t0)—Fg(to)]dto...dtk_g >0 VrelR.

Die Aussage folgt wieder direkt aus einem bekannten Resultat fir W-Mafe (Rolski
1976) und Satz 4.3.

Beispiel 4.11 Firk > 2 und b > 0 se:

P = {u :[0,b6] = IR | u ist k-mal differenzeirbar
und (—=1)u® <0, i=1,... ,k} .

Seien 1, p2 auf oberen Mengen stetige Kapazititen und sei m;(u) = [ x?u(dz)
das j-te obere Moment von . Dann sind die folgenden Bedingungen hinreichend

fiir py = e pra:

/0‘” /Ot’”f.. /O "B (to) — Folto)] dto .. dts» >0 Y [0,0].
und
(=1)my(m) < (=1)my(pe), 1<j<k-2.

Die Aussage folgt wieder aus Satz 4.3 und einem Ergebnis in Mosler (1982, S.
70).

Wir betrachten nun noch Nutzenfunktionen, die auf einem partiell geordnetem
Raum definiert sind, wie z.B. IR" mit der gewohnlichen partiellen Ordnung.
Wiéhrend alle monoton wachsenden Funktionen auf einem linear geordnetem
Raum komonoton sind, ist dies auf partiell geordneten R&umen nicht der Fall.
Um Satz 2.4 anwenden zu konnen, mufl man sich daher auf komonotone Men-
gen von Funktionen beschrinken. Wir betrachten also nur solche Mengen von
Funktionen, bei denen alle Funktionen dieselbe schwache Ordnung induzieren.
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Beispiel 4.12 Se: Q) = R, B} die Borelsche o-Algebra auf R, und v : R —
IR eine stetige, monoton wachsende, quasi-konkave Nutzenfunktion. Weiter seien

Fu = {w;]R’}r—>]R+|w:pou, p: Ry — 1R,

monoton wachsend und von rechts stetig}

und
Fy = {weff]w konkav}.

Diese Klassen von Nutzenfunktionen wurden von Levy und Levy (1984) sowie, im
Rahmen von CEU, von Scarsini (1992) untersucht. Debreu (1976) hat gezeigt,
daf es eine Funktion u* € Fy* gibt, so dafs

Fi = {w;]R’}r—>]R+|w:pou*, p: Ry — Ry

monoton wachsend und von rechts stetig} .

Die Funktion u* heifit auch minimale konkave Funktion in F}* (engl. least concave
utility function). Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 4.1 ist somit F}* = F, und
Fy = Fur. Durch u* wird mittels x <,» y <= u*(x) < u*(y) eine schwache
Ordnung auf ) induziert. Seien piy, po wieder Kapazititen auf (R, BY), die auf
oberen Mengen (beziiglich <.~ ) stetig sind. Dann gilt

p RFy o / pa(u > t)dt < / po(u” > t)dt V€ Ry .
0 0

Beweis: Man erhilt dieses Ergebnis aus Satz 2.4 und einem Satz in Levy und
Levy (1984). ]

4.4 Stochastische Dominanz von Produktkapa-
zitédten

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dafl die Kapazititen Produktka-
pazitidten sind. Wir beschréinken uns der Einfacheit halber auf den Fall, dafl
die Produktkapazititen auf (IR?, %) definiert sind. Wir haben in Abschnitt 2.4
gesehen, daf} in dieser Situation das Choquet-Integral iiber isotone Funktionen
beziiglich der Produktkapazitéit als iteriertes Integral dargestellt werden kann.
Dies ermoglicht es uns in bestimmten Fallen Dominanzrelationen zwischen den
Produktkapazitdten durch Dominanzrelationen der Randkapazititen zu charak-

terisieren. Fiir entsprechende Resultate bei Wahrscheinlichkeitsmaflen vergleiche
Mosler 1982, S. 42f).

Wir betrachten die folgende Situation:
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Voraussetzung (fiir diesen Abschnitt): Fiir ¢ = 1,2 seien p;, v; stetige Kapa-
zitdten auf (IR, B) und i € py ® pio, v € vy @ vy Produktkapazititen auf (IR?, B?).
Weiter sei F; eine Menge von isotonen, reellen Funktionen auf R, ¢+ = 1, 2, und

F ={f:R* = R| f B?>meBbar, y- und v-integrierbar,
fml < fg, Vxl € R, fm c fl, \V/l’g c IR,}

Dann sind alle Funktionen in F isoton beziiglich der gewohnlichen partiellen
Ordnung auf IR?. Nach Beispiel 2.3 sind fiir die Klasse F die Voraussetzungen
des Satzes von Fubini fiir Kapazitédten erfiillt.

Wir sagen, dafl eine Menge M von reellen Funktionen abgeschlossen beziiglich
Integration ist, wenn fiir jede Menge {f, |w € Q} C M und alle Kapazititen pu
die Abbildung

v [ fola)du(w)
wieder in M liegt.

Satz 4.4 Unter der Voraussetzung dieses Abschnitts gilt: Ist F1 oder Fo abge-
schlossen beziiglich Integration, so gilt
Wi S5 Vi 0=1,2, = 1 @ s Sp v @y

k3

Beweis: Sei f € F. Wir nehmen 0.B.d.A. an, da} F, abgeschlossen beziiglich
Integration ist. Zunéchst ist wegen p; <z 14

/ Fordpn < / fodin fiir alle 25 € R.
R R

Aus der Monotonie des Choquet-Integrals folgt dann

/]R {/IR fodﬂl} dpa(xa) < /]R [/}R f@dul} dpia ().

Da F; abgeschlossen beziiglich Integration ist, liegt auch die Funktion

v [ Jan(@)dn(@m) = [ fo(a2)din (@)

wieder in Fo. Wegen py =z, 15 gilt dann auch

/IR [/]R fupdr | dpg(z2) < /]R [/]R fupdiry

Die beiden letzten Ungleichungen zusammen ergeben dann

L ] diaten) < [ ][ frain] o).

dvy(xs).
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Nun sind aber nach dem Satz von Fubini fiir Kapazitéiten die beiden Doppelin-
tegrale gleich den Integralen beziiglich der Produktkapazititen. Fiir alle f € F

gilt somit
| rdus [ v,
R R

wie behauptet. [

Wir geben noch zwei Beispiele fiir die Anwendung dieses Satzes.

Beispiel 4.13 Seien F; = {f : IR — R | f isoton }, i = 1,2. Dann ist F = {f :
R? — R | f isoton}. Sind u;, v;, i = 1,2, stetige Kapazititen, so gilt

Wi 2F, Vi, 1=1,2. <~ w1 @ o Xr v @ .

Beweis: Ist f(-,ws) isoton fiir jedes wy € (29, so ist wegen der Monotonie des Inte-
grals auch [, f(-,w2)dus(ws) isoton. Fy ist daher abgeschlossen gegen Integration
(F, natiirlich auch) und mit Satz 4.4 folgt die ,,=“-Richtung.

,<=* folgt, da fiir jedes f; € F; die Funktion f: Q — R, f(wi,ws) = fi(wq) in
F liegt. n

Beispiel 4.14 Seien F; = {f : R — R | f isoton und konkav }, i = 1,2, und
sei Foy = {f : R* — R| f isoton und konkav }. Sind p;, v;, i = 1,2, stetige
Kapazititen, so gilt

Beweis: Sei f(-,ws) isoton und konkav fiir jedes wy € €25. Im vorherigen Beispiel
haben wir gesehen, daf8 dann auch [, f(-,ws)dpuz(w2) isoton ist. Wir miissen uns
nur noch iiberlegen, daB [q, f(-,w2)dpus(w2) auch konkav ist. Seien also z,y € IR
und A € [0,1]. Wegen der Konkavitdt von f in der ersten Variablen und der
Monotonie des Choquet-Integrals ist dann

[ FO@+ (1= Nyswada(en) > [ M (,wn) + (1= N F (g 02)] dia(n). (48)

Da f(x,w2) und f(y,ws) beide isoton in ws sind, sind sie komonoton. Daraus und
aus (2.5) folgt

| (@) + (1= X)f(y,w0)] dpa(w2)
= )\/]Rf(ﬂf,m)dﬂz(wz) + (1= /Rf(%w)dﬂz(wz)-
Aus (4.8) und (4.9) zusammen folgt, da [, f(-,ws)dus(wz) auch konkav ist.

Somit ist | abgeschlossen gegen Integration. Da F., C F = {f : R* - R| f
isoton und konkav in jeder Variablen } ist, folgt mit Satz 4.4 die ,=“-Richtung.

,<=* folgt, da fiir jedes f; € F; die Funktion f: Q — R, f(wi,ws) = fi(wq) in
F liegt. n

(4.9)
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4.5 Anwendung stochastischer Dominanz in
AU und CEU

Wir legen in diesem Abschnitt dar, wie die oben hergeleiteten Ergebnisse iiber
stochastische Dominanz von Kapazitiaten in AU- und CEU-Modellen angewendet
werden kénnen.

Sei ((S,.A),(C,D),F,=) ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit und der
ET ein CEU-Maximierer mit Kapazitat p und Nutzenfunktion u. Die Kapazitéat
1 sei bekannt, von der Nutzenfunktion u sei nur bekannt, daf sie zu einer Men-
ge U von Nutzenfunktionen gehort. Eine Aktion f wird dann einer Aktion g
vorgezogen, wenn

Jwo fyap > fwog)ap
gilt, bzw.
/ud,uf > /udug, (4.10)

wobei ;/ das Bild von u unter f bezeichnet (vgl. Anhang A.2). Wenn nun u/ =
w9 gilt, so ist dies ja gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von (4.10) fir alle u €
U. In diesem Fall ist also eine Entscheidung zwischen den beiden Alternativen
moglich, obwohl die exakte Form der Nutzenfunktion nicht bekannt ist.

Sei ((C,D),P, =) ein Entscheidungsproblem unter Risiko und der ET ein AU-
Maximierer mit Nutzenfunktion v und Verzerrungsfunktion ¢. Die Verzerrungs-
funktion ¢ sei bekannt, von der Nutzenfunktion u sei nur bekannt, dafl sie zu
einer Menge U von Nutzenfunktionen gehort. Eine Lotterie P; wird dann einer
Lotterie P, vorgezogen, wenn

/ud(qul) > /ud(quz). (4.11)

In diesem Fall mufl man also entsprechend versuchen, Resultate iiber stochasti-
sche Dominanz auf die Kapazititen ¢ o P, und g o P, anzuwenden.

Nachteilig fiir die Anwendbarkeit wirkt sich natiirlich aus, dafl in CEU die Ka-
pazitdt p, in AU die Verzerrungsfunktion ¢ exakt bekannt sein mufl, um die
Ergebnisse anwenden zu kénnen. In der Praxis wird z.B. oft nur bekannt sein,
dal ¢ zu einer gewissen Klasse von Verzerrungsfunktionen gehort. Interessan-

te Klassen von Verteilungsfunktionen sind unter anderem die folgenden Klassen
(vgl. Quiggin 1982, Segal 1987, Chew, Karni und Safra 1987)

e Q) = {q : [0,1] — [0,1]]¢(0) = 0, ¢(1) = 1, g streng monoton wachsend
und stetig }

o Qx = {4€ Qg konvex }
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° QV:{qEQ1|qkonkaV}

Wir betrachten zundchst Mengen-Dominanzrelationen zwischen Kapazititen. Fiir
stochastische Dominanz erster Ordnung auf der reellen Achse findet sich der
folgende Satz bereits in Quiggin (1982).

Satz 4.5 SeiU eine Klasse von Nutzenfunktionen, =y eine Mengen-Dominanz-
relation und Py und Py Lotterien. Dann gilt

Py P, < qoP,=yqoP, Vge

Beweis: Sei 7 das die Mengen-Dominanzrelation >, definierende Mengensy-
stem. Dann gilt

P1>_'L{P2 < Pl(T)ZPQ(T)VTET

und
qo Py =y qoPy, < qoP(T)>qoR(T)VTeT.

Fiir jede streng monoton wachsende Verzerrungsfunktion ¢ und fiir jedes T' € T
gilt aber
P(T)> P(T) <= qoP(T)>qoP(T).

Hieraus folgt direkt die Behauptung. n

Satz 4.5 kann wie folgt interpretiert werden. Zieht jeder EU-Maximierer mit Nut-
zenfunktion u in U die Lotterie P; gegeniiber P, vor, so tut dies auch jeder AU-
Maximierer mit Nutzenfunktion u in U und Verzerrungsfunktion ¢ in @);. Die
Umkehrung gilt natiirlich sowieso. Bemerkenswert daran ist, daf§ die Klasse ()4
eine sehr allgemeine Klasse von Verzerrungsfunktionen ist. Ist die stochastische
Dominanzrelation > also eine Mengen-Dominanzrelation, so sind ,fast“ keine
weiteren Kenntnisse {iber die Verzerrungsfunktion nétig.

Die Situation wird komplizierter, wenn die Dominanzrelation =;; keine Mengen-
Dominanzrelation ist. Man erhélt ein zu Satz 4.5 analoges Resultat, wenn die
Dominanzrelation stochastische Dominanz zweiten Grades und die Klasse der
Verzerrungsfunktionen eine Teilmenge der konvexen Verzerrungsfunktionen ist.
Konvexe Verzerrungsfunktion und konkave Nutzenfunktion sind &quivalent zu
starker Risikoaversion, siche Chew, Karni und Safra (1987).

Satz 4.6 Sei Uy = {u : R — R, |u zweimal differenzierbar, v > 0, u” < 0},
und sei Qo = {q € Q1 |q zweimal differenzierbar, ¢ > 0, ¢" > 0}. Seien weiter
Py, und Py Lotterien. Dann gilt

qgoPi =y, qo P, Vge @y <= Py P
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Beweis: Sei F(t) = Pi([t,00)), t € R und G(t) = B([t,)), t € R. Wir
definieren die Quasi-Inverse h~! einer monoton fallenden Funktion A wie iiblich
durch h=1(t) = inf{ z | h(z) < t}. Man kann zeigen (siche Roell 1987), daB

r o 1 __
/ (F(t) — C)]dt >0 Ve € R = / [F ' (s) =G (s)]ds > 0 ¥z € [0,1] .
0 z
Aus Beispiel 4.9 ist bekannt, dafl

qo P my, qo P <— / [qo F(t) —qo G(t)]dt >0 Vz e R
0
Da (qo F)™' = F ' o gV ist, erhalten wir

/x[qof(t) —qoGW)]dt >0 VYzeR
— 0

[ ) T s 20 v [0.1]
<
/w F () — G (W) (w)du >0 Yz e [0,1]

Partielle Integration liefert dann

[F - G‘1< R
/m s)ds ¢'(z) + / / G (s)lds o' (t)dt

Gilt Py, =y, P, so ist
1 S
/ F'(s) =G '(s))ds =0 Vael0,1]
und da ¢'(x) > 0 und ¢”(x) > 0 sind, erhalten wir schliefilich g o Py =, q o P,

wie behauptet. Die Umkehrung ist klar, da die identische Verzerrungsfunktion in
Q- liegt. [



Kapitel 5

Risikoaversion und
Unsicherheitsaversion

In diesem Kapitel wollen wir Risikoaversion und Unsicherheitsaversion in AU- und
CEU-Modellen darstellen. Dazu mufl zundchst einmal gekléart werden, was unter
Risikoaversion bzw. Unsicherheitsaversion zu verstehen ist. Der Begriff Risiko-
aversion bezieht sich dabei auf Entscheidungsprobleme unter Risiko, der Begriff
der Unsicherheitsaversion dagegen auf Entscheidungsprobleme unter Unsicher-
heit. Dementsprechend werden wir zunéchst Risikoaversion in AU charakterisie-
ren, in einem weiteren Abschnitt dann Unsicherheitsaversion in CEU.

5.1 Risikoaversion in AU

Voraussetzung: Es sei ((IR,B),P, <) ein Entscheidungsproblem unter Risiko.
Wir betrachten die W-Mafle in P als Verteilungen von Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen W-Raum (S, A, P).

In EU gibt es verschiedene Definitionen fiir den Begriff der Risikoaversion. Die
Theorie der Risikoaversion in EU wurde von Pratt (1964) und Arrow (1965, 1971)
entwickelt. Sie nennen einen ET risikoavers, wenn er den Erwartungswert einer
Lotterie der Lotterie selbst vorzieht. Diesen Begriff der Risikoaversion wollen wir
im folgenden als schwache Risikoaversion bezeichnen.

Definition 5.1 (Schwache Risikoaversion) Ein ET heifst schwach risikoavers,
wenn E(X) = X fiir alle integrierbaren Zufallsvariablen X mit PX € P gilt.

Eine andere Definition des Begriffes Risikoaversion wurde von Rothschild und
Stiglitz (1970) gegeben. Sie nennen eine Verteilung P riskanter als eine andere
Verteilung PY, wenn die Verteilung PX mehr Gewicht in den Enden hat. Um
dies zu prézisieren, benotigen wir die folgende Definition.
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Definition 5.2 (Erwartungswerterhaltende Streckung, Rothschild und
Stiglitz 1970) Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen
Fx und Fy. Y wunterscheidet sich von X durch eine erwartungswerterhalten-
de Streckung (engl. mean preserving spread ), wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

/:C [Fy(t) — Fx(t)]dt >0 fiir alle x € R,

/_ TR (t) — Fx(t)] dt = 0.

Wir sagen auch ,Y wunterscheidet sich von X durch einen MPS“ und schreiben
dafiir X MPS

Starke Risikoaversion wird dann wie folgt definiert.

Definition 5.3 (Starke Risikoaversion) FEin ET heifit stark risikoavers, wenn

fir alle XY gilt:
XYy = x =Y.

Da sich jede Zufallsvariable X von E(X) durch einen MPS unterscheidet ist ein
stark risikoaverser ET auch schwach risikoavers. In EU gilt sogar, dafl ein schwach
risikoaverser ET auch stark risikoavers ist. Die beiden Begriffe von Risikoaversion
sind also in EU &dquivalent und gleichwertig zur Konkavitéit der Nutzenfunktion
u. In AU fallen schwache und starke Risikoaversion nicht ldnger zusammen. Wir
zitieren zunédchst die Charakterisierung der starken Risikoaversion, die von Chew,
Karni und Safra (1987) stammt.

Satz 5.1 (Chew, Karni und Safra (1987)) FEin AU-ET ist genau dann stark
ristkoavers, wenn u konkav und q konvex ist.

Bevor wir zur schwachen Risikoaversion kommen, erkldren wir, was man in AU
unter einem Pessimisten bzw. einem Optimisten versteht. Dies wird durch den
folgenden Satz vorbereitet.

Satz 5.2 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist q(p) < p fiir alle p € [0,1], so gilt E,p(X) < Ep(X).
(1) Ist q(p) > p fir alle p € [0,1], so gilt E,op(X) > Ep(X).

Beweis: Wir beweisen nur (i). (ii) zeigt man analog. Es ist
oo 0
Epop(X) = / go P(X > t)dt+/ lqo P(X > 1) — 1]dt
0 —o00
00 0
< / P(th)dtJr/ [P(X >t)—1]dt
0 —00
= Ep(X).
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Daher nennen wir einen AU-ET, dessen Verzerrungsfunktion ¢(p) < p fir alle p €
[0, 1] erfiillt, einen Pessimisten. Entprechend nennen wir einen AU-ET mit einer
Verzerrungsfunktion ¢, fiir die ¢(p) > p fir alle p € [0, 1] ist, einen Optimisten.

Die Charakterisierung von schwacher Risikaversion in AU ist schwieriger. Die

folgenden Sitze aus Chateauneuf und Cohen (1990) geben notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir schwache Risikoaversion in AU.

Satz 5.3 (Chateauneuf und Cohen 1990) In einem AU-Modell seien u und
q differenzierbar.

(a) Ist der AU-ET schwach risikoavers, so gelten die folgenden Aussagen.

(i) q(p) < p fir alle p € [0,1].
(ii) Ist u zweimal differenzierbar und gibt es py € [0, 1] mit q(po) = po, so
ist u konkav.
(111) Es gibt ein k > 1, so daf u'(z) < kM
r—y

fiir alle y < x.

Ist (iii) erfillt und ist q(p) < p* fiir alle p € [0,1], so ist der AU-ET
schwach risikoavers.

(b) Ist der AU-ET schwach risikofreudig, so gelten die folgenden Aussagen.

(i) q(p) > p fiir alle p € [0,1].
(i1) Ist u zweimal differenzierbar und gibt es po € [0, 1] mit q(po) = po, so
st u konves.
(1ii) Es gibt ein h > 1, so daf u'(y) < h%z(y) fiir alle y < x.
Ist (i) erfiillt und ist q(p) > 1 — (1 — p)* fiir alle p € [0,1], so ist der
AU-ET schwach risikofreudig.

Bedingung (a)(i) besagt also, daf} ein schwach risikoaverser AU-ET ein Pessimist
sein muf. Insbesondere folgt daraus, dal ein AU-ET mit S-féormiger Verzerrungs-
funktion nicht schwach risikoavers sein kann. Die Bedingung (a)(ii) wird in Cha-
teauneuf und Cohen (1990) wie folgt interpretiert: Ist der AU-ET risikoavers und
lokal (ndmlich fiir p = py) ein EU-Maximierer, so mufl u konkav sein. Bedin-
gung (a)(iii) schlieBllich fordert, dafl u nicht ,,zu konvex“ ist. Ist k = 1 so ist u
offensichtlich konkav.

Ein ET kann also auch dann schwach risikoavers sein, wenn u nicht konkav oder
sogar konvex ist; er muf lediglich pessimistisch genug sein. Dariiberhinaus kann
eine Nutzenfunktion gleichzeitig (a)(iii) und (b)(iii) erfiillen. In diesem Fall ist der
ET schwach risikoavers, wenn ¢(p) < p*, p € [0, 1], ist, und schwach risikofreudig,
wenn ¢(p) > 1 — (1 —p)" pe0,1], ist.
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5.2 Unsicherheitsaversion in CEU

Die erste Definition von Unsicherheitsaversion stammt von Schmeidler (1989,
erste Version 1982) im Rahmen des Anscombe-Aumann Ansatzes (vgl. An-
hang B.1). Wir erinnern noch einmal daran, dafl in diesem Modell der Konse-
quenzenraum C die Menge aller Lotterien mit endlichem Tréger auf einem Raum
I' ist und die Nutzenfunktion U auf C durch den Erwartungsnutzen der Lotterie
in bezug auf eine Nutzenfunktion u auf I' gegeben ist. Insbesondere ist also U
affin-linear auf C.

Definition 5.4 (Unsicherheitsaversion nach Schmeidler 1989) In einem
CEU-Modell nach Schmeidler (1989) heifit der ET unsicherheitsavers, wenn fiir
alle f,g,h € F und o € (0,1) gilt

f=z=hg=zh=af+(1-a)g=h

Von Wakker (1990a) stammt eine weitere Definition von Unsicherheitsaversion
(von Wakker als Pessimismus bezeichnet) in Schmeidlers Modell. Er definiert
Unsicherheitsaversion, indem er das komonotone Unabhéngigkeitsaxiom (vgl. An-
hang B.1) wie folgt abschwécht.

Definition 5.5 (Unsicherheitsaversion nach Wakker 1990a) In einem
CEU-Modell nach Schmeidler (1989) heifit der ET unsicherheitsavers, wenn fiir
alle f,g,h € F und a € (0,1) gilt

f =g, g und h komonoton = af + (1 — a)h = ag+ (1 — a)h.

Sind die Aktionen f und h nicht komonoton, so kommt es zu einer Verringerung
der Unsicherheit durch , hedging“. Bei den komonotonen Aktionen g und A ist
dies jedoch nicht der Fall. Ein unsicherheitsaverser ET wird daher die a-Mischung
aus f und h (mit moglicherweise verringerter Unsicherheit) der a-Mischung aus
g und h vorziehen.

Es zeigt sich jedoch, dafl beide Definitionen von Unsicherheitsaversion dquivalent
sind.

Satz 5.4 (Schmeidler 1989, Wakker 1990a) In einem CEU-Modell nach
Schmeidler (1989) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der ET ist unsicherheitsavers im Sinne von Schmeidler.
(i) Der ET ist unsicherheitsavers im Sinne von Wakker.

(15i) p ist stark superadditiv.
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Weitere Definitionen von Unsicherheitsaversion finden sich in Chateauneuf (1991,
1993). Chateauneuf betrachtet ein CEU-Modell ((S, A), (R, B), F, <), in dem die
Nutzenfunktion u linear und nicht konstant ist. In Chateauneuf (1991) ist F die
Menge aller beschrankten, nichtnegativen Zufallsvariablen, in Chateauneuf (1993)
ist F = F? die Menge aller beschrinkten reellen Zufallsvariablen. Seine Definition
von Unsicherheitsaversion entspricht im wesentlichen der Wakkers:

Definition 5.6 (Unsicherheitsaversion nach Chateauneuf 1993) In einem
CEU-Modell mit C = (IR, B) und linearer und nicht konstanter Nutzenfunktion
heif$t ein ET unsicherheitsavers, wenn fiir alle f,q,h € F° gilt

f~g, g und h komonoton = f +h = g+ h.

Auch diese Definition von Unsicherheitsaversion ist dquivalent zur starken Super-
additivitdt von pu.

Satz 5.5 (Chateauneuf 1993) In einem CEU-Modell mit C = (IR, B) und
linearer und nicht konstanter Nutzenfunktion sind die folgenden Aussagen dqui-
valent.

(i) Der ET ist unsicherheitsavers im Sinne von Chateauneuf.

(i1) p ist stark superadditiv.



Kapitel 6

Dekomposition multivariater
Nutzenfunktionen in CEU und
AU

In praktischen Anwendungen konnen die Konsequenzen der verschiedenen Ent-
scheidungsalternativen oft nicht durch ein einzelnes Attribut beschrieben werden,
sondern nur durch eine Menge von Attributen. Der Konsequenzenraum ist somit
ein kartesisches Produkt (oder eine Teilmenge eines solchen) von meheren Attri-
butrdumen. Die Bestimmung von multiattributiven Nutzenfunktionen ist bereits
in EU schwierig (siehe z.B. Keeney/Raiffa 1976). Es besteht daher die Notwen-
digkeit, die Anzahl der Fragen an den ET moglichst gering zu halten. Die Bestim-
mung der Nutzenfunktion 148t sich wesentlich vereinfachen, wenn die multivariate
Nutzenfunktion in Nutzenfunktionen moglichst geringer Dimension zerlegbar ist.
In EU sind Zerlegungen gebrauchlich, bei denen die Nutzenfunktion eine Summe
von Produkten, ein Produkt oder eine Summe von eindimensionalen Nutzen-
funktionen ist. Diese Nutzenfunktionen sind als multilineare, multiplikative und
additive Nutzenfunktionen bekannt. Ist die Nutzenfunktion auf eine dieser Arten
zerlegbar, so reduziert sich die Bestimmung der multiattributiven Nutzenfunkti-
on auf die Bestimmung der einattributiven Nutzenfunktionen und einer Anzahl
von Skalierungskonstanten. In EU sind viele notwendige oder hinreichenden Be-
dingungen fiir derartige Zerlegungen bekannt, siehe z.B. Keeney /Raiffa (1976),
Fishburn (1982), von Stengel (1993) sowie fiir allgemeinere Modelle Miyamoto
(1988). Es handelt sich dabei um Bedingungen an die Priferenzen des ETs, die
in Anwendungssituationen iiberpriift werden koénnen.

Da in den hier untersuchten Modellen der Entscheidungstheorie nicht nur die
Nutzenfunktion des ETs zu bestimmen ist, sondern auflerdem die Verzerrungs-
funktion (in AU), bzw. eine Kapazitéit (in CEU), ist die Notwendigkeit von Be-
dingungen, die diese Bestimmungen erleichtern, um so gréfer.

Weiter geben wir Charakterisierungen bivariater Risikohaltungen in AU. In EU
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kann ein ET mit einer multiplikativen Nutzenfunktion lediglich drei verschiede-
ne Typen von bivariater Risikohaltung zeigen, ndmlich bivariate Risikoaversion,
bivariate Risikofreude und bivariate Risikoneutralitéat, je nachdem, ob der Para-
meter § der multiplikativen Nutzenfunktion kleiner, grofler oder gleich Null ist.
Dagegen kann in AU der ET fiir jeden Wert des Parameters 3 bivariat risikoavers
sein. Weiter mufl ein AU-Maximierer mit einer multiplikativen Nutzenfunktion
keine der drei oben erwdhnten bivariaten Risikohaltungen zeigen. Wir verallge-
meinern diese Ergebnisse auch auf den Fall von mehr als zwei Attributen.

In einem weiteren Abschnitt geben wir eine Charakterisierung von Korrelations-
aversion in AU. Korrelationsaversion kann auch als Verschéarfung von bivariater
Risikoaversion gedeutet werden, so dafl man Korrelationsaversion auch als starke
bivariate Ristkaversion bezeichnen konnte. Wir werden zeigen, dafl Korrelationsa-
version dadurch charakterisiert werden kann, daf§ die zweite gemischte Ableitung
der Nutzenfunktion kleiner als Null und die Verzerrungsfunktion konvex ist. Dies
steht in Analogie zur Charakterisierung von starker Risikoaversion geméfi Chew,
Karni und Safra (1987) (vergleiche Satz 5.1).

Dieses Kapitel stiitzt sich mit Ausnahme von Abschnitt 6.5 auf Dyckerhoff (1994).

6.1 Grundlagen

In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dafl der Konsequenzenraum ein karte-
sisches Produkt C = X?_,C; ist. Wir nehmen an, dafl die C;, « = 1,...,n, zu-
sammenhingende, separable topologische! Riume sind. Der Raum C sei mit der
Produkttopologie versehen. Dann ist C ebenfalls ein zusammenhéngender, sepa-
rabler topologischer Raum. Wir nennen i ein Attribut und den Raum C; einen
Attributraum. Wir bezeichnen die Menge {1,...,n} aller Attribute mit N und
das Komplement einer Teilmenge I von N mit /€. Fiir eine gegebene Teilmenge
I von Attributen schreiben wir C; fiir den Raum X, ;C; und C_; fiir den Raum
X;z1Ci- Analog schreiben wir x; fiir die Elemente von C; und z_; fiir die Elemente
von C_;. Ein Element x € C schreiben wir auch als z = (zy,x_;). Ist I = {i}, so
schreiben wir x; statt xg; und x_; statt x_g;.

Ein Attribut ¢ heifit relevant, wenn es ein z_; € C_; und y;, z; € C; gibt, so dafl
(x_i,y;) < (x_;, 2z;). Wir setzen voraus, daB alle Attribute relevant sind.

Eine Nutzenfunktion u heifit zerlegbar, wenn sie dargestellt werden kann als

u(xy, ... xy) = Fuy(zr),. .., un(z,)),

wobei die u;, i = 1,...,n, Nutzenfunktionen auf den Attributraumen sind und
F :IR" — IR eine Funktion ist.

'Diese und weitere in diesem Kapitel verwendeten topologischen Begriffe und Ergebnisse
finden sich z.B. in Willard (1970).
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Wir nehmen in diesem Kapitel generell an, daf§ die Nutzenfunktion u beschrénkt
ist und da minimale und maximale Konsequenzen z~ und 2™ existieren. In einem
nichtdegeneriertem CEU- oder AU-Modell ist die Nutzenfunktion eindeutig bis
auf positiv affine Transformationen (Satz 3.1). Somit kann die Nutzenfunktion so
normiert werden, daff w(z~) = 0 und u(z™) = 1ist. Ist © = (x;,2-;), so schreiben
wir kiirzer u(z;) statt w(zy,x—;). Die Funktion u; : C; — [0,1] ist definiert
durch u;(zy) = u(xy)/ay, wobei oy = sup{u(z;)|z; € C;} ist. Dann ist u; eine
Nutzenfunktion auf C; und so normiert, dafl u;(z;) = 0 und sup{us(z;)|z; €
C[} =1 ist.

In einigen Sdtzen setzen wir voraus, dafl u stetig ist. In diesem Fall sind insbe-
sondere auch alle Funktionen uy, ) £ I C N, stetig.

Wir formulieren jetzt die Bedingungen, die in EU bei der Zerlegung von Nutzen-
funktionen eine Rolle spielen.

Definition 6.1 (Priaferenzunabhingigkeit) FEine Menge I wvon Attributen
heifit priaferenzunabhéngig, wenn Priferenzen iiber sichere Konsequenzen mit ge-
meinsamen, festem Niveau x_; € C_; nicht von diesem festen Niveau abhdngen.

Dies bedeutet, dafl alle bedingten Préaferenzen iiber sichere Konsequenzen auf C;
identisch sind. Definiert man durch z; <; y; < [(z;,2_;1) = (yr1,2_) fiir ein
z_; € C_j] eine Relation <; auf C;, so ist =; wohldefiniert. Ist I préferenzu-
nabhéngig, so ist u;(z;) = u(x;)/u(x}). Somit ist in diesem Fall u;(z;) = 0 und
ur(xf) =1, und die Skalierungskonstante oy ist durch u(z}) gegeben.
Bemerkung: Ist die Menge I von Attributen préiferenzunabhéngig, so sind die
Funktionen u(-,x_;), z_; € C_;, paarweise komonoton.

Da C; zusammenhéngend ist, ist — sofern u; stetig ist — das Bild von C; unter u;
gleich [0, 1].

Definition 6.2 (Nutzenunabhingigkeit) FEine Menge I von Attributen heifst
nutzenunabhéngig, wenn Prdferenzen tiber Lotterien oder Aktionen mit gemein-
samen, festen und sicherem Niveau x_; € C_; nicht von diesem festen Niveau
abhdngen.

Ist die Menge I von Attributen nutzenunabhéngig, so ist I auch priferenzun-
abhéngig. Dies ist klar, da jede sichere Konsequenz als eine Aktion aufgefasst
werden kann, die fiir jeden Umweltzustand diese Konsequenz liefert.

Definition 6.3 (Randverteilungsbedingung) Sei N eine disjunkte Vereini-
gung von nichtleeren Mengen Iy,...,I;. Die Mengen von Attributen Iy,..., Iy
erfiillen die Randverteilungsbedingung, wenn Prdferenzen tiber Lotterien nur von
den Randverteilungen der Lotterien beziiglich der Attribute Cy,,...Cy, abhdingen.

Eine weitere Klasse von Bedingungen bezeichnet man als bivariate Risikohaltung.
Diese Bedingungen wurden zuerst von Richard (1975) betrachtet.
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Definition 6.4 (Bivariate Risikohaltung) Fin ET heifst bivariat risikoavers
in bezug auf I und I¢ (I(BRA)I¢), wenn I und I¢ priferenzunabhdingig sind und
fir alle x;,yr € Cr und x_7,y_; € C_y mit x;y <y yr und r_; <_7 y_g

| (@rzor) (yr,y-r1) (xr,y-1) (wr,o—r) | _
Ly = 0.5 0.5 = 0.5 0.5 =L,

gilt, d.h., falls er die 50-50-Lotterie, die zumindest in einem der beiden Attribute
eine gute Konsequenz liefert, vorzieht.

FEin ET heifst bivariat risikofreudig in Bezug auf I und I¢ (I (BRS)I¢), wenn I und
I¢ priferenzunabhdingig sind und Ly = Lo fiir alle xy,y; € Cr und x_r,y_5 € C_g
mit xy <7 yr und x_; <_; y_r gilt.

Fin ET heifit bivariat risikoneutral in Bezug auf I und I¢ (I(BRN)I¢), wenn I
und 1€ prdferenzunabhdngig sind und Ly ~ Lo fiir alle x;,y; € Cr und x_7,y_1 €
C_r mitxr <7 yr und x_y <_; y_g gilt.

Wir fassen nun noch einmal die Voraussetzungen dieses Kapitels zusammen:

Voraussetzung:

CEU-Modelle: ((S,.A),(C,D),F, =) sei ein nichtdegeneriertes CEU-Modell.
AU-Modelle: ((C,D),P, =) sei ein nichtdegeneriertes AU-Modell. Die Verzer-

rungsfunktion ¢ sei stetig und streng monoton wachsend.

CEU- und AU-Modelle: Die Attributrdume C;, i € N, sind zusammenhén-
gende, separable topologische Réume. Der Konsequenzenraum X! ,C; ist
mit der Produkttopologie versehen. Es gibt minimale und maximale Kon-
sequenzen x~ und zT. Jedes Attribut ist relevant. Die Nutzenfunktion wu ist
stetig.

6.2 Multiplikative und multilineare Nutzen-
funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir unter welchen Bedingungen eine Nutzen-
funktion in einem AU- oder CEU-Modell multilinear oder multiplikativ ist.

Eine Nutzenfunktion heifit multiplikativ, falls sie darstellbar ist als

way, .. xn) =y BT evw() (6.1)

P#AICN iel

wobei die Nutzenfunktionen w;, i = 1,...n, so normiert sind, da w;(z; ) =0,
ui(z) =1 fiir jedes ¢ = 1,...,n erfiillt ist und ay,...,a,,3 € IR sind. Man
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bezeichnet diese Nutzenfunktion als multiplikativ, da fiir 5 # 0 Gleichung (6.1)

dquivalent zu
n

14 Bu(zy, ..., 2,) = [J(1 + Bayui(z;)) (6.2)

i=1
ist. Fiir § = 0 vereinfacht sich (6.1) zu

w(Ty, ..., x,) = zn:lazu,(x,) (6.3)

Eine Nutzenfunktion dieser Art heifit additiv. Mit additiven Nutzenfunktionen
werden wir uns in Abschnitt 6.4 beschéftigen.

Eine Nutzenfunktion heif3t multilinear, falls sie darstellbar ist als

w(wy, .., xn) = Y, v [Jwiz), (6.4)
0AICN i€l

wobei die Nutzenfunktionen w;, i = 1,...n, so normiert sind, da w;(z; ) =0,
ui(z) =1 fiir jedes i = 1,...,n erfiillt ist und 77 € R, 0 # I C N. Setzt man
vr = B TLer i, so sieht man, daB (6.1) ein Spezialfall von (6.4) ist.
In EU ist bekannt (siehe z.B. Keeney/Raiffa 1976), daf eine Nutzenfunktion
multiplikativ ist, falls jede Teilmenge I von Attributen nutzenunabhingig ist.
Ein weiteres Ergebnis besagt, dal eine Nutzenfunktion multilinear ist, falls jedes
einzelne Attribut ¢ nutzenunabhéngig ist. Diese Resultate behalten ihre Giiltig-
keit auch fiir den Fall, dal der ET ein CEU- oder AU-Maximierer ist. Dies lif3t
sich dhnlich wie in Keeney/Raiffa (1976) beweisen. Die Beweise dieses und der
folgenden Sétze finden sich in Abschnitt 6.6.

Satz 6.1 FEs liege ein nichtdegeneriertes AU- oder CEU-Modell vor. Dann gelten
die folgenden zwei Aussagen:

(i) Die Nutzenfunktion u ist multiplikativ, falls jede Teilmenge von Attributen
nutzenunabhdngig ist.

(11) Falls u multiplikativ ist und falls jede Teilmenge I von Attributen prife-
renzunabhdgig ist, so ist jede Teilmenge I von Attributen auch nutzenun-
abhdngig.

Satz 6.2 FEs liege ein nichtdegeneriertes AU- oder CEU-Modell vor. Dann gelten
die folgenden zwei Aussagen:

(i) Die Nutzenfunktion u ist multilinear, falls jedes einzelne Attribut i nutzen-
unabhdngig ist.

(i1) Falls u multilinear ist und falls jedes einzelne Attribut i priferenzunabhdgig
ist, so ist jedes einzelne Attribut i auch nutzenunabhdingig.

Bevor wir uns in Abschnitt 6.4 der Untersuchung additiver Nutzenfunktionen
zuwenden, geben wir im néchsten Abschnitt noch eine Interpretation des Para-
meters 3 der multiplikativen Nutzenfunktion.
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6.3 Bivariate Risikohaltung in AU

In EU kann der Parameter 3 der multiplikativen Nutzenfunktion im Rahmen
der bivariaten Risikohaltung wie folgt interpretiert werden (vgl. Richard 1975).
Ist die Nutzenfunktion des ET in EU multiplikativ, so ist der ET genau dann
bivariat risikoavers (risikofreudig, risikoneutral), wenn 5 < 0 (5 > 0, § = 0) ist.
In AU dagegen ist dieser Zusammenhang nicht giiltig. Der Grund dafiir ist, dafl
in AU die Préferenzen des ET nicht nur durch die Bewertung der Konsequenzen
sondern auch durch die Bewertung der Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden.
Die néchsten beiden Sétze zeigen, dafl in AU ein ET mit multiplikativer Nutzen-
funktion fiir jeden Wert von ( bivariat risikoavers sein kann, vorausgesetzt er ist
,pessimistisch genug®”. Zur Prézisierung dieses ,, pessimistisch genug® betrachten
wir im folgenden den Bruch (1 — ¢(0.5))/¢(0.5). Wir bezeichnen diesen Quotien-
ten als Pessimismus-Parameter und kiirzen ihn mit ¢ ab. Zur Motivation dieses
Namens betrachten wir eine einfache Lotterie

_|® v
L‘[os 0.51’

wobei x < y gelten soll. Der antizipierte Nutzen dieser Lotterie berechnet sich zu

AU(L) = u(z)+ (u(y) — u(z))q(0.5)
= u(x)[l —¢(0.5)] + u(y)q(0.5) .

Ist ¢ > 1 so ist der ET pessimistisch, da die Wahrscheinlichkeit 0.5 der schlechten

Konsequenz x iiberbewertet wird, wiahrend die Wahrscheinlichkeit 0.5 der guten
Konsequenz unterbewertet wird. Ist ¢ < 1 so ist der ET optimistisch.

Satz 6.3 In einem AU-Modell mit bivariatem Konsequenzenraum C = C; X Cy
sei die Nutzenfunktion stetig und multiplikativ gemafs (6.1). Dann gelten die fol-
genden Aussagen.

(i) Der ET ist genau dann bivariat risikoavers, wenn eine der folgenden Be-
dingungen erfillt ist:

(a’) ﬁ < 0; c> 1;
(b) B >0, c>1+ Fmax{as,as}.

(i) Der ET ist genau dann bivariat risikofreudig, wenn eine der folgenden Be-
dingungen erfillt ist:

(a) 620, c<1,
(b) B <0, c<1+pFmax{as,as}.

(iii) Der ET ist genau dann bivariat risikoneutral, wenn =0 und ¢ =1 ist.
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Wir verallgemeinern den vorhergehenden Satz auf den Fall von mehr als zwei
Attributen.

Satz 6.4 In einem AU-Modell mit Konsequenzenraum C = X! ,C; sei die Nut-
zenfunktion stetig und multiplikativ gemaf$ (6.1). Dann gelten die folgenden Aus-
sagen.

(i) I(BRA)I® gilt genau dann fiir jede nichtleere Teilmenge I C N, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) <0, c>1,

1+
>
(b)ﬁ>0,c_1}1€e}\>fcl+ﬁaj.

(1)) I(BRS)I¢ gilt genau dann fiir jede nichtleere Teilmenge I C N, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(G)BZO7C§17

. 1+
< .
®) ﬁ<0’c_g‘%ll{fll+ﬂaj

(11i)) I(BRN)I¢ gilt genau dann fir jede nichtleere Teilmenge I C N, wenn
8 =0 undc=1 ist.

Bemerkung 1: Teil (ii) des Satzes gibt eine hinreichende Bedingung fiir ei-
ne additive Nutzenfunktion. Dabei wird vorausgesetzt, dal die Nutzenfunktion
multiplikativ ist. Wir werden in Abschnitt 6.4 zeigen, dafl auch ohne diese Vor-
aussetzung bivariate Risikoneutralitit eine additive Nutzenfunktiom impliziert.

Bemerkung 2: Teil (iii) besagt ebenfalls, daf fiir die Verzerrungsfunktion des
ET ¢(0.5) = 0.5 gilt. Diese Einschrankung wurde in Quiggin (1982) allgemein als
Eigenschaft einer Verzerrungsfunktion gefordert. Seitdem wurde diese Eigenschaft
viel diskutiert, siche dazu Segal (1987), Quiggin (1987).

In EU kann ein ET mit einer multiplikativen Nutzenfunktion lediglich drei ver-
schiedene Arten von bivariater Risikohaltung zeigen. Ist 5 < 0, so gilt [(BRA)I¢
fiir jede nichttriviale Teilmenge I C N. Entsprechend gilt [(BRS)I¢ fiir jede
nichttriviale Teilmenge I C N, wenn § > 0 ist und I(BRN)I¢ fiir jede nichttri-
viale Teilmenge I C N, wenn § = 0 ist. Die obigen Sétze zeigen, dafl in AU eine
groffere Zahl von multivariaten Risikohaltungen moglich ist. Wir unterscheiden
vier Fille.

(i) Ist B < 0 und ¢ > 1, so gilt I(BRA)I¢ fur jede nichttriviale Teilmenge
I CN.
(ii) Ist § > 0 und ¢ > 1, so kann I(BRA)I® fir gewisse Teilmengen I C N

erfiillt sein. Fiir die iibrigen Teilmengen J gilt aber weder J(BRA)J¢, noch
J(BRS)J¢, noch J(BRN)J°.
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(iii) Ist B > 0 und ¢ < 1, so gilt I(BRS)I® fiir jede nichttriviale Teilmenge
I CN.

(iv) Ist § < 0 und ¢ < 1, so kann [(BRS)I¢ fiir gewisse Teilmengen I C N
erfiillt sein. Fiir die tibrigen Teilmengen J gilt aber weder J(BRA).J¢, noch
J(BRS)J¢, noch J(BRN)J°.

Zur Illustration der vorhergehenden Satze geben wir noch zwei Beispiele. Im er-
sten Beispiel prasentieren wir ein AU-Modell mit bivariat risikoaversem ET und
multiplikativer Nutzenfunktion mit § > 0. Im zweiten Beispiel ist die Nutzen-
funktion multiplikativ. Jedoch gilt weder bivariate Risikoaversion, noch Risiko-
freudigkeit, noch Risikoneutralitét.

Beispiel 6.1 (Bivariate Risikoaversion mit 3 > 0) Seien C = [0,1]?, q eine
Verzerrungsfunktion mit ¢(0.5) = 0.25, und

u(zy,e) = 0.25x1 4+ 0.2529 + 0.52125 .

Dann ist a; = as = 0.25 und f = 8 > 0. Man sieht jedoch leicht, daf$ der ET
bwariat risikoavers ist.

Beispiel 6.2 (v multiplikativ, keine globale bivariate Risikohaltung)
Seien C und u wie in Beispiel 6.1, und sei q eine Verzerrungsfunktion mit ¢(0.5) =
0.35. Dann hat der ET die folgenden Prdferenzen.

(0,0) (0.5,0.5) (0.5,0) (0,0.5)

=15 05 | 7| o5 05 |F
and ] . i ) )
[ (05,05) (1,1) (0.5,1) (1,0.5) ]
La=] 05 " 05 | T | 05 05 | M

Wegen Ly > Lo ist der E'T nicht bivariat risikoavers. Wegen Lz < Ly ist der ET
nicht bivariat risikofreudig.

6.4 Additive Nutzenfunktionen in AU

In diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Bedingungen eine Nutzen-
funktion in AU additiv ist. Eine Nutzenfunktion u heift additiv, wenn sie dar-
stellbar ist als

w(xy, ..., x,) = z:alul(xz) : (6.5)

wobei die Nutzenfunktionen w;, i = 1,...n, so normiert sind, da w;(z; ) =0,
ui(z) =1 fiir jedes i =1,...,nerfiillt ist und oy e R, i =1,...,n.
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Wie wir bereits in Abschnitt 6.2 dargelegt haben, ist eine additive Nutzenfunktion
ein Spezialfall einer multiplikativen Nutzenfunktion.

In EU gibt es verschiedene Bedingungen an die Préiferenzen des ET, die zu ei-
ner additiven Nutzenfunktion des ET gleichwertig sind. Ein wichtiges Ergebnis
besagt, dafl die Nutzenfunktion additiv ist, wenn die Attribute die Randvertei-
lungsbedingung erfiillen (vgl. Keeney/Raiffa 1976, Fishburn 1982). In AU erweist
sich diese Bedingung als besonders stark. Wir werden némlich zeigen, daf§ die
Randverteilungsbedingung, auf ein AU-Modell angewendet, impliziert, dafl die
Nutzenfunktion additiv und die Verzerrungsfunktion die identische Abbildung
ist. Das heifit aber nichts anderes, als dal aus dem AU-Modell ein einfaches
EU-Modell wird. Der folgende Satz besagt somit: Die Randverteilungsbedingung
impliziert EU.

Satz 6.5 In einem AU-Modell sei der Konsequenzenraum C ein kartesisches Pro-
dukt der Attributrdume C; and Cy. Ci und Cy erfillen genau dann die Randver-
teilungsbedingung, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(i) q = id|,1-
(i1) u ist additiv.

Bemerkung: Satz 6.5 besagt umgekehrt, dafl in einem AU-Modell mit nichttri-
vialer Verzerrungsfunktion (d.h. es ist ¢(p) # p fiir mindestens ein p € [0,1])
die Préferenzen des ET iiber multiattributive Lotterien immer auch von der
Abhéngigkeitsstruktur der Lotterien abhéngen. In einem AU-Modell mit nicht-
trivialer Verzerrung beeinflussen also selbst bei additiver Nutzenfunktion die
Abhéngigkeiten der Verteilung die Préiferenzen des ET.

In Abschnitt 6.3 haben wir unter der Voraussetung einer multiplikativen Nutzen-
funktion gezeigt, dafl bivariate Risikoneutralitdt eine additive Nutzenfunktion
und ¢(0.5) = (0.5) impliziert. Der folgende Satz zeigt, dafi diese Aussage auch
ohne die Voraussetzung einer multiplikativen Nutzenfunktion giiltig bleibt.

Satz 6.6 Der ET ist genau dann bivariat risikoneutral, wenn die folgenden bei-
den Bedingungen erfillt sind.

(1) ¢(0.5) =0.5
(i1) u ist additiv.

Satz 6.5 und Satz 6.6 konnen leicht auf den Fall von mehr als zwei Attribu-
ten verallgemeinert werden. Ist z.B. die Randverteilungsbedingung beziiglich ei-
ner Teilmenge I von Attributen und deren Komplement I¢ erfiillt, so kann man
Satz 6.5 auf den ,bivariaten“ Konsequenzenraum C = C; x C_; anwenden und
daraus schlieflen, dafl die Verzerrungsfunktion die Identitét ist. Somit liegt wieder
ein einfaches EU-Modell vor, und die bekannten Resultate iiber Zerlegungen von
Nutzenfunktionen in EU kénnen angewendet werden.
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6.5 Korrelationsaversion in AU

Der Begriff der bivariaten Risikohaltung kann auch wie folgt interpretiert werden.
Ein bivariat risikoaverser ET préferiert die negativ korrelierte 50-50-Lotterie in
Definition 6.4 gegeniiber der positiv korrelierten 50-50-Lotterie. Verglichen wer-
den dabei jedoch lediglich 50-50-Lotterien. Fordert man allgemein, dafl der ET
von zwei Lotterien, die sich lediglich darin unterscheiden, dafl eine der Lotterien
starker korreliert ist als die andere, immer die weniger korrelierte bevorzugt, so
gelangt man zun Begriff der Korrelationsaversion. Analog lassen sich auch Kor-
relationsfreudigkeit und Korrelationsneutralitit definieren. Wir wollen in diesem
Abschnitt untersuchen, unter welchen Bedingungen ein AU-ET korrelationsavers
ist. Dazu muf} allerdings zunéchst definiert werden, was unter der Aussage ,Die
Zufallsvariable X ist korrelierter als Y“ zu verstehen ist. Diese Frage wurde von
Epstein und Tanny (1980) diskutiert. Sie definieren eine korrelationserhéhende
Transformation (CIT) auf die folgende Weise:

Definition 6.5 (Korrelationserh6hende Transformation) Seien L und M
Lotterien auf IR? mit endlichem Trager. L unterscheidet sich von M durch eine
korrelationserhohende Transformation (CIT), wenn es a,b € R? mit a; < b;,
1=1,2, und € > 0 gibt, so daf

—e, falls x = (aq,as) oder x = (by, be),
M({x}) — L({z}) =1¢€  fallsx = (a1,bs) oder x = (b, as),

0, s0nst.
Wir schreiben dann auch kiirzer M arr,

Die folgende Abbildung verdeutlicht die Wirkung einer korrelationserhchenden
Transformation fiir e = 0.5:

cIT

e=0.5
Ao — *0.5 as +— (0.5

| | | |
I I I I

ai by ai by

Definition 6.6 (Stirkere Korrelation) Seien P und Q W-Mape auf (IR?, B?),
F und G die zugehirigen Verteilungsfunktionen und FW GW i =1,2, die Ver-
teilungsfunktionen der Randverteilungen. Wir definieren eine Relation <p wie
folgt. P <p Q genau dann, wenn F(z) < G(x) fir alle x € R* und F) = GO,
1=1,2. Gilt P <p Q, so sagen wir auch Q) ist stirker korreliert als P “.
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Man zeigt leicht, daBl <p eine partielle Ordnung ist. Dafl die Interpretation , @
ist stéarker korreliert als P fiir P <p (@) sinnvoll ist, zeigen die folgenden Sétze,
die in Epstein and Tanny (1980) bewiesen werden.

Satz 6.7 (Epstein und Tanny 1980) Seien L und M Lotterien auf IR* mit

endlichem Trdger. L <p M gilt genau dann, wenn eine Folge von Lotterien mit

endlichem Triger L = Lo, Ly, ..., L, = M, existiert, so daf$ L; SEEN L; fiir alle

1=1,...,n gilt.

Satz 6.8 (Epstein und Tanny 1980) Seien P und Q W-Mafe auf (IR?, B?).
Gilt P <p Q, so existieren Folgen (P,)nen und (Qn)new von Lotterien mit end-
lichem Tréger, so dafi P, schwach® gegen P und Q,, schwach gegen @QQ konvergiert
und P, <p @, fir allen € IN gilt.

Wir kommen nun zu der schon angekiindigten Definition der Korrelationsaversi-
on.

Definition 6.7 (Korrelationsaversion) In einem Entscheidungsproblem un-
ter Risiko sei der Konsequenzenraum (C,D) = (IR? B?). Ein ET heifit korre-
lationsavers, wenn fir alle P,Q) € P gilt

P<pQ=P=Q.

Er heifit korrelationsfreudig, falls P <p Q = P =X Q ¢ilt, und korrelationsneu-
tral, falls P <p QQ = P ~ @ gilt.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung von Korrelationsaversion im AU-
Modell. Dabei bezeichnen wir mit w,, ,, die partielle Ableitung nach z; und .
Eine Charakterisierung von Korrelationsaversion im EU-Modell findet sich in
Epstein und Tanny (1980).

Satz 6.9 In einem AU-Modell mit Konsequenzenraum (IR?, B?) seien Nutzen-
funktion u und Verzerrungsfunktion q zweimal differenzierbar. Ferner sei die Nut-
zenfunktion w monoton wachsend. Ist der ET korrelationsavers, so st Uy, 4, < 0
und ¢ > 0. Ist u beschrankt, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Den Beweis von Satz 6.9 findet man im folgenden Abschnitt.

2Eine Folge (P,,)nen von W-Mafen auf (]Rk, BF) heifit schwach konvergent gegen ein W-Maf
P, wenn fiir die zugehorigen Verteilungsfunktionen F,,,n € IN, und F gilt: Fiir alle Stetigkeits-
stellen = von F ist lim,,_,o F)(z) = F(x).
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6.6 Beweise
Bevor wir mit den Beweisen beginnen kénnen, benotigen wir noch ein Lemma.

Lemma 6.1 FEs liege ein nichtdegeneriertes AU- oder CEU-Modell vor. Die Men-
ge I von Attributen sei nutzenunabhdingig. Dann gibt es eine Funktion v :C_; —

IR, \ {0}, so daf fiir jedes x € C
u(z) = (e_yuer) + ulz_r)

erfillt ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir ein AU-Modell. Zum Beweis der Aussage fiir
ein CEU-Modell hat man im folgenden lediglich ,, Lotterien* durch ,, Aktionen* zu
ersetzen.

Da I nutzenunabhéngig ist, hingen Priferenzen iiber Lotterien mit gemeinsamer
und sicherer Konsequenz x_; € C_; nicht von x_; ab. Dies bedeutet, daf} fiir jedes
x_; € C_; die Funktion u(-,z_;) : C; — IR eine Nutzenfunktion fiir Lotterien
iiber C; ist und daf} alle diese Nutzenfunktionen dieselbe Préaferenz iiber Lotterien
darstellen. Da unter der Voraussetung der Nichtdegeneriertheit des Modells die

Nutzenfunktion eindeutig bis auf positive affine Transformationen ist, existieren
Funktionen v : C_; — R4 \ {0} und §: C_; — IR, so daf

u(z) =y(z_pu(zr, ;) + B(x—;) VreCl.

Setzt man in diese Formel x = (z;,z_;) ein, so ergibt sich B(x_;) = u(z;,x_1)
und somit
w(x) =y(r_nu(e, ;) +u(z,z_1) Ve el,

wie behauptet. [

Beweis von Satz 6.1

Zum Beweis von (i) beachten wir zunéchst, da fiir jede nichtleere Teilmenge
I C N von Attributen

ar=u(zf)= Y 0" (6.6)

p£JICI jeT

und

ur(xy) = u(a:i) =a;! Z B H aju ()

u(zy) P£ICI jeJ
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gilt. Damit erhélt man

w(z) = amur(er) +a_ju_(z_;) + Bagur(xr)a_ju_(z_y)

= arur(zr) [+ Baju_r(r—g)] + a_ru_r(r_s)
fiir alle x € C. Dies ist aber dquivalent zu

w(zr,x_r) —u(zy,x_g)
u(:EIv ZL’:[) - U,([L’I_, z:I)

14 Ba_ju_j(x_p)] = fir alle x; € Cr, z_; € C_t.

Da [ préaferenzunabhéingig ist, haben Zéhler und Nenner das gleiche Vorzeichen.
Daher ist der Ausdruck in eckigen Klammern grofler als 0. Somit sind alle Funktio-
nen u(-,x_y) : C; — IR, x_; € C_y, positive affine Transformationen von (-, 2-;)
und reprisentieren somit dieselbe Priferenzordnung auf den Lotterien (bzw. Ak-
tionen) mit gemeinsamen sicherem Niveau z_; € C_;. Dies bedeutet aber, dafy 1
nutzenunabhéngig ist. Da I beliebig gewéhlt war, ist (ii) gezeigt.

Zum Beweis von (i) ist es hinreichend anzunehmen, dafl fiir jedes ¢ € N die
Menge —{i} von Attributen nutzenunabhéngig ist. Nach Lemma 6.1 erhalten wir
fiir jedes ¢ € N die folgende Gleichung:

u(r) = yi(w)u(z_i) +u(;) . (6.7)
Fiir 7 # j ergibt sich
Vi) u(r ) +ulzi) = yi(z5)ulr—;) +ulz;) .

Setzt man x = (x{m},x:{i’j}, so erhilt man

Yiw)u(z;) +ulw;) = v;(x;)ule;) +ul;)

und somit
Blay) =1 e — 1
u(z;) u(z;)
Da die linke Seite eine Funktion von z; allein ist und die rechte Seite nur von
x; abhéngt, miissen beide Quotienten konstant sein. Wir bezeichnen diesen kon-

stanten Wert mit . Dann ist fiir jedes 1 € N

vi(z;) =1+ Pu(x;) .

Wir bemerken fiir spéter, daff insbesondere 1+ fu(z;) > 0 fiir alle z; € C;, i € N,
gilt.
Ersetzt man in Gleichung (6.7) 7;(z;) durch 1 4 fu(z;), erhilt man

u(x) = u(z;) + [1+ Bu(z) u(z_y) -
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.........

Fiir 8 # 0 ist dies zu

L+ Bu(wg..my) = [L+ Bu(@)][1 + Bu(rgisr,..ny)] -

aquivalent. Mit vollstéandiger Induktion folgt, dafl

n

14 Bu(z) = 1:[1[1 + Bu(z;)]

ICN i€l

Hieraus folgt nun aber sofort

u() = 3 A T u(a)

PAICN el

und da u(z;) = oyu;(z;) erhélt man schlieBlich das gewiinschte Ergebnis.

Ist =0, so ist Gleichung (6.8) dquivalent zu

Wieder mit vollstédndiger Induktion erhédlt man

u(z) = u(z;) = zn:ozzuz(xz) :

=1 i=1

Damit ist nun auch (i) vollsténdig bewiesen. ]

Beweis von Satz 6.2

Wir zeigen zuerst (i7). Ist u multilinear, so kann fiir jedes i € N die Nutzenfunk-
tion u als

u(z) = uz‘(fb’i)(%Jr > ’YIU{i}Huj(xj>)+ > )

0AICN\{i} jel 0AICN\{i}  jeI
= ui(xi)(%_'_ > ’m{i}HUj(ijJru(flLi)
P£ICN\{i} JjeI

geschrieben werden. Wie im Beweis von Theorem 6.1 zeigt man, dal der Ausdruck
in eckigen Klammern grofler als 0 ist. Dieselben Argumente wie dort zeigen dann,
daB (i7) gilt.
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Zum Beweis von (7) fithren wir die folgende Bezeichnung ein. Fiir jede Teilmenge
I C N sei die Differenz Aju(z) rekursiv definiert durch Agu(z) = u(z) und
Appgu(z) = Apu(ef zy) — Apu(z;,z_y), falls ¢ ¢ I. Wir benutzen wieder
Lemma 6.1. Da ¢ nutzenunabhéngig ist erhélt man fiir jedes : € N

u(z) = y-i(z—i)u(z;) + u(z_;)

Einsetzen von x = (z;7,z_;) und auflésen nach v_;(z_;) liefert

() = w(@, v) —u(ry, v)
Tte) u(a?)

= w(z]) MApu(z).

Somit hat man fiir jedes i € N

u(x) = %Azu(ﬂﬂz) + Agu(r_;)

) u(z;) erhalten wir

und da u;(z;) = [u(x;

u(z) = wi(z) Au(x—;) + Agu(z_;) . (6.9)

..........

A[U(l’{m ..... n}) = AI(um(Im)A?’nu(x{m-‘rl ..... n})+A@u(x{m+1 ..... n}))
= U (Tr) A10gm)y (T {ma1,..n}) + A1 T, ny)- (6.10)

Wir zeigen mit Induktion, dafl

u(z) = Z AIU(ZU{mH,...n})HUi(ZEi) (6.11)

Ic{1,..m} iel

fir m = 1,...n gilt. Setzt man in Gleichung (6.9) i = 1 liefert dies gerade die
Behauptung fiir m = 1. Sei nun die Behauptung fiir m — 1 bewiesen. Dann erhélt
man mit (6.10)

u(z) = S Aru(@gm, ) ] wil)

Ic{1,.m—-1} iel
= Z (Alu{m}u(x{m—f—l,...n})Um('rm) + Afu(x{m—i—l,...n}) H uz(xz)
Ic{1,..m—1} iel

- Z Aru(Tgmy1,.ny) Hul(xl)

Ic{1,..m} i€l
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Also gilt (6.11) fiir alle m = 1,...n. Fiir m = n erhélt man aber

u(x) =Y Apu(z) [ ] wi() .

ICN el

Da Agu(x~) = 0 ist, vereinfacht sich obige Gleichung zu
u(x) = > Apu(z”) [Juilz).
PAICN iel

Mit v; = Aju(z™) ergibt sich dann die Behauptung. n

Beweis von Satz 6.3

Wir beginnen mit dem Beweis von Teil (7). Sei x; <; y;. Wir wéhlen dann
T9,Ys € Cy so, daBl x9 <5 yo und (z1,y2) < (y1,x2) gelten. Dies ist moglich, da
die Nutzenfunktion u stetig und die Attributraume C; und Cy zusammenhéngend
sind. Da der ET bivariat risikoavers ist, wird die Lotterie

e 5

gegeniiber der Lotterie

| (@,m2) (Y1,92)
LZ‘[ 0.5 yo.g ]

préaferiert. Berechnung des antizipierten Nutzens zeigt, dafl dies gleichwertig ist
zu

[1—q(0.5)|u(z1,y2) + q(0.5)u(yr, x2) > [1 — q(0.5)]u(zq, x2) + ¢(0.5)u(y1, y2).
Division der Ungleichung durch ¢(0.5), ersetzen von (1 — ¢(0.5))/q(0.5) durch ¢
und Umformung der Terme ergibt

clu(zy,y2) — u(xy, 22)] > u(yr, y2) — u(yr, x2) . (6.12)
Da (x1,y2) > (x1,x9) ist, ist die Differenz u(zy,y2) — u(zy,z2) grofer als 0.

Ungleichung (6.12) ist damit dquivalent zu

u(y1, y2) — u(yr, ra)

c> .
U(Il,?ﬂ) - U($17$2)

(6.13)

Da die Nutzenfunktion u nach Voraussetzung multiplikativ ist, kénnen wir (6.13)
auch als

Qg[ua(y2) — ua(w2)] + Bagus (y1)aelua(yz) — ua(zs)]

€2 Galua(yn) — ua(z2)] + Pyt (1) ez n(y) — 1tz (22)]

(6.14)
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schreiben. Kiirzen des Quotienten ergibt dann

1+ Baguy(vh)

2 I oo (6.15)

Nun muf} diese Ungleichung aber fiir alle zq,y; € C; mit z; <y y; giiltig sein.
Dies bedeutet, dafl

1+ 6051U1(y1>

€C, T <1y - 6.16
1+ﬁalul(l’1> ‘ s b yl} ( )

czsup{

Ist <0, so ist die rechte Seite der Ungleichung (6.16) gleich 1. Dies folgt aus
der Tatsache, dafl u stetig und die Attributraume zusammenhéngend sind. Daher
existiert eine Folge (y}')new in Cp, so daB u;(y]') gegen uy(xq) konvergiert.

Ist 8 > 0, so ist das Supremum durch 1 + fa; gegeben. Dies sieht man durch
Einsetzen von r; = z; und y; = z7. Aus (6.16) folgt somit

6<0,c>1 oder >0, c>1+4fPa. (6.17)
Vertauscht man die Rollen von C; und Cs so fiihrt dieselbe Argumentation zu
<0, ¢>1 oder >0, ¢c>1+Pas. (6.18)
Kombiniert man (6.17) und (6.18), so erhélt man schliefllich
f<0,¢c>1 oder >0, c>1+Fmax{ag,as} .

Damit haben wir nun Teil (7) gezeigt.

Der Beweis von Teil (i7) verlduft vollig analog. Zum Beweis von Teil (iii) bemer-
ken wir, dafl ein ET bivariat risikoneutral ist, wenn er bivariat risikoavers und
bivariat risikofreudig ist. Teil (ii7) folgt dann direkt aus (i) und (i7). ]

Beweis von Satz 6.4

Wir zeigen nur Teil (7). Teil (4i) folgt wieder analog zu (i), und Teil (i77) ist eine
einfache Folgerung aus (i) und (7).
Da

ar= Y 7 [ o (6.19)

P£JCIT jeJ

und

ur(zr) =art Y0 YT eguy(z)

P£JCI jeJ
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sieht man, dafl

u(zr,x_1) = aqur(zr) + a_ju_g(x_5) + Barur(xp)a_ju_(x_g) .

Wegen Satz 6.3 ist der ET genau dann bivariat risikavers beziiglich C; und C_j,
wenn

6 <0, c>1 oder (6.20)
B >0, ¢ > 1+ fmax{ar, a_} (6.21)

erfiillt ist. Da entweder 8 < 0 oder 8 > 0 gilt, schliefen wir, dafl entweder ¢ > 1
gelten muf} oder dafl ¢ > 1+ PBay fiir alle nichttrivialen Teilmengen [ C N gelten
mufl. Es bleibt somit nur noch zu zeigen, daf§ ¢ > 1 4 [ay fiir alle nichttrivialen
Teilmengen I C N zu der im Satz aufgestellten Bedingung &quivalent ist. Mit
(6.19) ergibt sich, dafl ¢ > 1 + fa; dquivalent zu

c> [+ Bey) (6.22)

iel

ist. Ist also § > 0, so mufl Bedingung (6.22) fiir alle nichttrivialen Teilmengen [
von N gelten. Wegen ( > 0 ist der Ausdruck in Klammern grofler 1 und somit

S L+ fe) = L+ o). 2
‘= @751?1\?:}{1#Ng( + fos) = max iel_][v( + fai) (6.23)
i

Wegen
[+ B8a)=1+p

iEN

kann man dann (6.23) auch als

1+06
c > max
JEN l—f—ﬁO{j

schreiben. -

Beweis von Satz 6.5

Der Beweis, dal aus der Randverteilungsbedingung eine additive Nutzenfunktion
und ¢ = id|jpy folgt, besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil zeigen wir, da8
die Randverteilungsbedingung Préferenzunabhéngigkeit der Attribute impliziert.
Dann zeigen wir, dafl ¢ die Identitét ist. Im dritten Schritt schliefSlich wird gezeigt,
da u additiv ist.

Schritt 1: Die Attribute sind préferenzunabhéngig.
Wir nehmen an, daf§ Attribut 1 nicht préaferenzunabhéngig ist. Dann gibt es
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xi,y; € Ciy i =1,2, so daBl u(xy, x2) < u(yr, xe) ist aber u(zy,y2) > u(yy, yo). Die
Lotterien

(z1,72) (y1,92) (y1,22) (21,92)
0.5 0.5 und 0.5 0.5

haben dieselben Randverteilungen. Wegen der Randverteilungsbedingung ist der
ET also indifferent zwischen beiden Lotterien. Berechnet man aber den antizi-
pierten Nutzen der beiden Lotterien, so siecht man, dafl der Nutzen der rechten
Lotterie echt grofler ist, als der der linken Lotterie. Die Annahme, dafi Attribut
¢ nicht praferenzunabhéngig ist, fithrt also zu einem Widerspruch. Attribut 1
muf} also priferenzunabhéngig sein. Entsprechend sieht man, dafl auch Attribut
2 praferenzunabhéngig ist.

Schritt 2: ¢ ist die identische Abbildung.
Dazu wahlen wir x;, y; € C; so, dafl x; <; y;, ¢ = 1, 2. Wir betrachten nun Lotterien
der Form:
I — [ (1, 22)  (@1,92) (y1,22) (y1,92) ]
l—=po—p »p p po—p |’

wobei pg € [0,1] und 0 < p < min{py, 1 — po}. Dann sind die Randverteilungen
Ly und Ly gegeben durch

T U1 T2 Y2
L= und Ly = .
' [1—]90 po} ? [1—170 po}

Somit haben fiir festes p, alle diese Lotterien dieselben Randverteilungen. Wir
nehmen o0.B.d.A. an, daf§ (x1,y2) = (y1,22) ist. Da die Attribute préferenzu-
nabhéngig sind, gilt

(21, 22) < (21,92) = (W1, 22) < (Y1, 92) -

Wir berechnen den antizipierten Nutzen der Lotterien L zu

fudaor) = u(@z) + [u(ery) — ulerw)] ol +p)
+  [u(yr, v2) — u(z1,92)] 9(po)
+ [u(yr, y2) — u(yr, x2)] q(po — p) -

Da die Randverteilungsbedingung erfiillt ist, ist obiger Ausdruck fiir festes pg und
0 < p < min{py, 1 — po} konstant in p, Dann gilt aber fiir alle p € [0, min{pg, 1 —

po}]
[u(z1,y2) — u(21, 22)] q(po +p) + [w(yr, y2) — w(yr, 22)] q(po —p) = c(po) . (6.24)

Setzt man
g = wynye) —ulys, o)

“($17y2> - U($1,Jf2)

, (6.25)
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so schreibt sich diese Gleichung als

(w1, 2) — (@1, 22)) (g(po +p) + da(po — p)) = c(po). (6.26)

Setzt man nun p = 0 ein, erhélt man
(w(x1, v2) — u(z1, 22) ) (1 + d)q(po) = c(po) -

Einsetzen in (6.26) ergibt dann

(w(wr, yo) —u(wr, 22)) (a(po+p)+da(po—p)) = (ulz1,92) —ulw1, 25)) (1+d)g(po) -

(6.27)
Wegen (z1,y2) > (x1,22) ist die Differenz w(z1,y2) — u(z1, 22) nicht Null, und
wir kénnen (6.27) durch u(z1,y2) — u(xy, ) teilen. Somit erhalten wir fiir alle
p € [0, min{py, 1 — po}] die folgende Funktionalgleichung

q(po +p) + dq(po — p) = (1 + d)q(po). (6.28)

Wir zeigen nun, daf die Konstante d gleich 1 ist. Dazu setzen wir spezielle Werte
von po und p ein und berechnen so den Wert von ¢ an bestimmten Punkten. Fiir
Py = % und p = % erhélt man

1
1) = 1
Mit py = i und p = i erhéalt man
1
1y _
mitp():%undp:i
d
3y
Q(z) =1- m,
und mit pg = % und p = i schlieBlich
1+2d
3y _
1a) = (1+d)*

Durch Gleichsetzen der letzten Gleichungen ergibt sich, dafl d nur die Werte d = 0
oder d = 1 annehmen kann. Da aber (y1,y2) > (y1,22) ist, folgt, daB d # 0 ist.
Also mufl d = 1 sein. Gleichung (6.28) vereinfacht sich damit zu

q(po+p)+alpo—p) = 2q(po)  falls0 <py <1, 0 < p < min{py, 1—po}. (6.29)

Wir zeigen nun, daf diese Funktionalgleichung nur fiir ¢(z) = z fiir alle x € [0, 1]
erfiillt ist. Mit py = p vereinfacht sich (6.29) zu

q(2p) = 2q(p) falls 0 <p <0.5.
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Mit vollstéandiger Induktion folgt dann, daf3
g(27")=27" fiir alle n € IN. (6.30)

Setzt man pg = m- 27" mit 1 <m < 2" —1 und p = 27", so erhélt man aus (6.6)
und (6.30)
q((m+1)-27") =2q(m-27") —q((m —1)-27").

Mit vollstéandiger Induktion folgt hieraus, dafl
gm-27")=m-27" fiir alle m,n € IN, 0 <m < 2", (6.31)

Gleichung (6.31) besagt nun aber, daf ¢(x) = x fiir eine dichte Teilmenge von
[0, 1] erfiillt ist. Da ¢ monoton wachsend ist, mufi dann aber ¢(z) = z fiir alle
x € [0, 1] gelten.

Schritt 3: u ist additiv.

Da ¢ die Identitdat ist, vereinfacht sich das AU-Funktional zu einem EU-
Funktional. Damit kénnen wir nun aber die bekannten Sétze iiber Zerlegungen
von Nutzenfunktionen in EU anwenden. Nach Theorem 6.4 in Keeney/Raiffa
(1976) folgt dann, dafl u additiv ist. Also ist gezeigt, daf aus der Randverteilungs-
bedingung eine additive Nutzenfunktion und die identische Verzerrungsfunktion
folgt.

Fiir die andere Richtung des Beweises haben wir nur noch zu zeigen, dafl aus
q = id|p,1;) und einer additiven Nutzenfunktion u folgt, da8 die Randverteilungs-
bedingung erfiillt ist. Dies ist aber klar, da wegen ¢ = id|[o,1) wieder ein einfaches
EU-Modell vorliegt. Mit Theorem 6.4 in Keeney/Raiffa (1976) erhélt man, daf
C; und C, die Randverteilungsbedingung erfiillen. n

Beweis von Satz 6.6

Sei x € C. Da der ET bivariat risikoneutral ist, ist er indifferent zwischen den
Lotterien

_ (fL’f,LL’;) (.771,J52) (37;7‘772) (xlvx;) _
Ly = 0.5 0.5 und 0.5 05 |=L2- (632

Um den antizipierten Nutzen der beiden Lotterien zu bestimmen, miissen wir
zwei Félle betrachten, namlich (7, 22) = (21, 25) und (z1,25) < (27, 22). Im
ersten Fall ist Gleichung (6.32) dquivalent zu

u(ry, oy )+u(zy, wo)—u(zy, 5)] ¢(0.5) = u(ay, wo)+[u(ey, 3)—ulz, 22)] ¢(0.5)
und da u(z~) = 0 ist, auch zu

1 —¢q(0.5)

u(ry,w2) = u(x1,r3) +u(ry, z0) q(0.5)
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Wir ersetzen (1—¢(0.5))/q(0.5) durch ¢. Da u(zq, x5 ) = ajug(zq) und u(xy, z9) =
aaus(xe) ist, konnen wir obige Gleichung als

w(zy, x2) = aqui(rr) + cagug(xs)
schreiben. Im Fall (x1,25) < (27, x2) schliefen wir analog auf

w(zy,re) = coquq (1) + agus(xs) .
Zusammenfassend erhalten wir also

w(zy, za) = auy () + cagua(zy), falls (z7,29) =2 (21, 25),
b2 conug (1) + ague(zg), falls (z7,29) > (21, 25).

Wir miissen zeigen, dafl ¢ = 1 ist. Dazu wéhlen wir y;,2; € C; so, dal z; =<;
Yi < 2, 1 = 1,2, ist und nehmen 0.B.d.A. an, dal (z;,92) =< (y1, x5 ) ist. Damit
erhalten wir

w(y1,y2) = aquy (Y1) + cous(ys) -

Da die Attribute priferenzunabhéngig sind, ist (z71,y2) < (21,25 ) und es folgt,
daB

u(21,92) = arur(z1) + cazus(ys) -
Da der ET bivariat risikoneutral ist, gilt die folgende Indifferenz

(Y1, 22) (21, 92) (Y1,92) (21, 22)
s 05 ] h [yo.g 0.5 (6.33)

Um den antizipierten Nutzen der rechten Lotterie zu bestimmen, unterscheiden
wir wieder zwei Fille. Im Fall (y1,vy2) < (21,25 ) besagt Gleichung (6.33), da8

oqur(y1) + [eau (21) + casua(ya) — cqu(y1)]q(0.5)
= ayui(y1) + cagua(ye) + [anur (21) — crus (1) — cazus(y2)]q(0.5)

Dies formen wir um zu

cata(y2)q(0.5) = cagus(yz) — canusa(y2)q(0.5) .

Teilt man diese Gleichung durch cagus(ys), so erhélt man

4(0.5) = 1 - ¢(0.5).

was zu ¢ = 1 dquivalent ist.

Ist (21,25 ) < (y1,92), so erhdlt man durch eine analoge Argumentation ebenfalls
c=1.

Da ¢ = 1 dquivalent zu ¢(0.5) = 0.5 ist, haben wir nun gezeigt, daf§ (7) erfiillt ist.
Wir haben ferner gezeigt, dafl

u(zy, xe) = oqup(x1) + agus(zs) fir alle (x1,22) € C; X Cy.
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Dies ist aber genau die additive Zerlegung der Nutzenfunktion. Aus der bivariaten
Risikoneutralitit folgt also eine additive Nutzenfunktion und ¢(0.5) = 0.5.

Wir nehmen nun umgekehrt an, daf§ « additiv ist und daB ¢(0.5) = 0.5 gilt.
Dann ist ¢ = 1 und wir erhalten aus Satz 6.3, Teil (i7i), daB8 der ET bivariat
risikoneutral ist. [

Beweis von Satz 6.9

Teil 1: Korrelationsaversion impliziert u,, ,, < 0 und ¢"” > 0.
Wir betrachten Lotterien L und M, die durch

L:[ (a1,a2)  (ar, a2 +9) (b1, a2) (51,a2+5)]
L—=po—p p p po—p |

und

M = (al,ag) (al,a2—|—5) (bl,ag) (b17a2+5)
l—po—p+e p—e p—e po—p+te |’

gegeben sind, wobei a; < by, § > 0, po € [0,1] und 0 < p < min{py,1 — po} ist.

Es gilt also L I M.

Da u stetig ist, ist fiir hinreichend kleines § u(by, as) > u(ay, as + ). Da u auler-
dem monoton wachsend ist, berechnet sich der antizipierte Nutzen der Lotterien

" AU(L) = u(ay,a2) + [ulay,as+6) —u(ar,az)] ¢(po+ p)

+  [u(by,as) —u(ay, az +9)] q(po)
+  [u(br, az +6) — u(b1, a2)] q(po — p)
und
AU(M) = wular,az) + [u(ar,az +0) —u(ar,a2)] q(po+p —€)
+  [u(by,a2) —ul(ay, az +9)] q(po)
+  [u(by,ag +6) — u(bi,a2)] q(po —p +e) ,
Wegen L <p M mufl dann AU(L) > AU (M) gelten. Dies ist gleichwertig mit

[u(ay, az +9) — ular, az)][q(po +p) — ¢(po +p — €)]
> [u(by, az + ) — u(by, a2)][q(po — p +€) — q(po — p)] -

Dividiert man diese Ungleichung durch [u(by, as + d) — u(by, az)] und [g(po + p) —
q(po + p — €)], so erhélt man

q(po —p) — q(po — p +¢)
qpo+p) —qpo+p—e)’

u(ay, as +0) — u(ay, as)

>
u(by, az +6) —u(by,az) —
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Grenziibergang fiir 6 — 0 und € — 0 ergibt

uxg(ahaZ) > q/(po _p)
Ugy (b1, a2) — ¢'(po+p)

Da u zweimal differenzierbar ist, konvergiert die linke Seite fiir b; gegen a; ge-
gen 1. Genauso konvergiert die rechte Seite fiir p gegen 0 gegen 1. Daher ist
Uzy (b1, a2) < Uy, (a1, a2) und ¢'(po + p) > ¢'(po — p). Wegen der Differenzierbar-
keitsvoraussetzungen ist dann aber auch uy, 4,(a1,a2) <0 and ¢” > 0.

Teil 2: u,, ,, <0 und ¢” > 0 impliziert Korrelationsaversion.

Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte. Wir zeigen zuerst, dafy die Behaup-
tung richtig ist, falls P und @) Lotterien mit endlichem Trager sind, die sich nur
um eine korrelationserhchende Transformation unterscheiden. Im zweiten Schritt
nehmen wir nur noch an, dal P und ) Lotterien mit endlichem Trager sind.
Danach zeigen wir, daf die Behauptung fiir beliebige W-MaBe auf IR? gilt.

Schrltt 1: Selen P und @ Lotterien mit endlichem Trager, und gelte P — SZEN — Q.
Sei {xM ... 2™} der gemeinsame Triger von P und Q. Wir schreiben kurz
u; fiir u(z®), i = 1,...,m, und nehmen an, daB u; < ... < u,,. Sei weiter

= P({z™}) und p; = Q({z™@}), i = 1,...,m. Der antizipierte Nutzen von P
ist genau dann gréfer als der von (), wenn

m

> (ui um[Zpl—qsz}_

i=1

ist. Da sich P von () nur durch eine korrelationserhhende Transformation un-
terscheidet, gibt es Indizes iy < ...iy mit 2 = (ay,ay), 202 = (ay,by),
28) = (by, ay) und 200 = (b, by), so daf

€, falls i = iy oder 7 = 13,

—e, falls 2 =1; oder 1 = iy,
e
0,  sonst.

Die Differenz der verzerrten Wahrscheinlichkeiten ist dann durch

n gL pi+€) — g7 pi), falls iy < <y,
o) —a>p)] =3 a(Cmipi— ) — a(Xr i), falls iy < i < iy,
=i j=i 0, sonst,

gegeben. Somit gilt AU(P) > AU(Q) genau dann, wenn

il — ;1) g Zpﬂre —qsz}
> 24: _Uzl[ sz —qsz—E]

i=i3+1



110 6. DEKOMPOSITION MULTIVARIATER NUTZENFUNKTIONEN

ist. Die eckigen Klammern auf der linken Seite sind nach unten durch eq'(3-7_;, p;)
beschriankt, die eckigen Klammern auf der rechten Seite nach oben durch
€q'(Xii, 11 pi)- Dies folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und
da ¢’ monoton wachsend ist. Damit haben wir nur noch zu zeigen , daf§

n 12 n 14
(O pi) D (wi—uim1) >ed (D pi) D> (wi—uisq)
1=12 1=11+1 1=i3+1 1=i3+1

gilt. Dies ist dquivalent zu

sz (a1,b2) — u(ar, az)] > eq'( Z i) (b1, b2) — u(by, az))].

1=12 1=i3+1

Wegen u,, ,, < 0 ist klar, daB [u(a1,b2) — u(as,a2)] > [u(b,b2) — u(by,az)]
ist. Wegen >, pi > i, .1 pi und der Konvexitit von ¢ ist ¢'(3X7;, pi) >
q'(Xfi,+1 pi). Damit ist der Ausdruck auf der linken Seite gréfier als der Aus-
druck auf der rechten Seite. Wir haben also gezeigt, dal AU(P) > AU(Q) gilt,

falls P und Q Lotterien mit P <% @ sind.

Schritt 2: Seien P und () Lotterien mit endlichem Trager, und gelte P <p Q.
Nach Satz 6.7 existiert eine Folge von Lotterien mit endlichem Trager P = F,
Py,...,P, = (@, so daf} sich fiir ¢ = 1,...n P; von P;_; durch eine korrelati-
onserhohende Transformation unterscheidet. Nach Schritt 1 gilt dann AU(P) =
AU(Ry) > AU(Py) > ... > AU(P,) = AU(Q).

Schritt 3: Seien P und ) W-Mafle mit P <p Q.

Nach Satz 6.8 existieren Folgen (P,)nen und (Qp)nen von Lotterien mit endli-
chem Trager, die schwach gegen P und () konvergieren und fiir die P, <p @,
fir alle n € IN gilt. Wir haben bereits gezeigt, dal dann AU(P,) < AU(Q,)
fiir alle n € IN gilt. Es bleibt zu zeigen, daf lim, .., AU(P,) = AU(P) und
lim,, o AU(Q,) = AU(Q) gelten.

Da die Folge P, schwach gegen P konvergiert und da u stetig ist, konvergie-
ren auch die BildmaBle PY schwach gegen P, siehe z.B. Billingsley (1968, S.
30). Daher konvergieren die zugehorigen dekumulativen Verteilungsfunktionen
F.(t) = P,({z : u(z) > t}) fast iiberall gegen die dekumulative Verteilungsfunk-
tion F(t) = P({z : u(x) > t}). Da ¢ stetig ist, konvergiert dann auch die Folge
(q o F)new fast iiberall gegen g o F. Da u beschrankt ist, kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, da8 u(z) € [0,1] fiir alle z € IR? ist. Dann ist |go F,| < 1 und 1 ist
auf [0, 1] integrierbar. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten
wir

AU(P,) = /Ol(q o F,)(t) dt "= 1(qo F)(#) dt = AU(P).

Genauso erhélt man, da lim, .., AU(Q,) = AU(Q) ist. Damit ist der noch
fehlende Teil des Satzes bewiesen. n



Kapitel 7

Bestimmung der
Modellparameter in AU und

CEU

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage beschiiftigen, wie ein konkretes
Entscheidungsproblem zu modellieren ist. Insbesondere wollen wir die Frage un-
tersuchen, wie Nutzen- und Verzerrungsfunktion in AU und Nutzenfunktion und
Choquet-Kapazitat in CEU bestimmt werden koénnen.

Ein erster Schritt besteht in der Festlegung des zu verwendenden Modells. Es
ist zunéchst zu klédren, ob ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit oder un-
ter Risiko vorliegt. Bei Entscheidungen unter Unsicherheit ist zu entscheiden,
ob man das Anscombe-Aumann-Modell zugrundelegt oder ein Modell, das ohne
Verwendung objektiver Wahrscheinlichkeiten auskommt. Auflerdem miissen Zu-
standsraum, Konsequenzenraum und die zur Auswahl stehenden Entscheidungs-
alternativen definiert werden.

Nachdem das benutzte Modell vollstindig spezifiziert ist, kann mit der Elizi-
tierung begonnen werden. Darunter versteht man die Bestimmung der Modell-
parameter, indem man den ET iiber seine Préferenzen auf geeignet gewéhlten
Aktionen befragt. Die Modellparameter sind im AU-Modell Nutzenfunktion und
Verzerrungsfunktion, im CEU-Modell Nutzenfunktion und Choquet-Kapazitét.

In EU existieren eine Reihe von Standardverfahren zur Elizitierung der Nut-
zenfunktion. Zu nennen sind hier vor allem die Wahrscheinlichkeitséquivalent-
Methode und die Sicherheitsaquivalent-Methode. In diesen beiden Verfahren wer-
den jeweils eine Lotterie mit zwei mdéglichen Konsequenzen mit einer sicheren
Konsequenz verglichen. Fiir weitere Methoden der Elizitierung in EU und zu den
dabei auftretenden Problemen vergleiche Farquhar (1984), McCord und de Neuf-
ville (1986), von Nitzsch und Weber (1986,1988) und Holz und Mosler (1992).

Wir werden in den folgenden Abschnitten zunéchst Schmeidlers Axiomatisierung
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eines CEU-Modells im Rahmen des Anscombe-Aumann Ansatz betrachten. Da-
nach werden wir CEU-Modelle ohne objektive Wahrscheinlichkeiten untersuchen.
Wir werden dabei sowohl auf den Fall, dafl der Zustandsraum reichhaltig ist
(Savage-Ansatz) als auch auf den Fall, dafl der Konsequenzenraum reichhaltig ist
(topologischer Ansatz, algebraischer Ansatz), eingehen. Ferner werden wir Me-
thoden zur Elizitierung von Nutzen- und Verzerrungsfunktion in AU-Modellen
vorstellen. Fiir das AU-Modell wird des weiteren ein parametrischer Ansatz zur
Bestimmung der Verzerrungsfunktion vorgeschlagen.

Besondere Anforderungen gegeniiber der Elizitierung in EU liegen vor allem in
der Tatsache begriindet, dafl im Gegensatz zum EU-Modell zuséatzlich zur Nut-
zenfunktion noch die Verzerrungsfunktion bzw. statt des subjektiven W-Mafles
die Choquet-Kapazitit zu bestimmen ist.

7.1 Die Bestimmung von Nutzenfunktion und
Choquet-Kapazitit in Schmeidlers Axio-
matisierung

In diesem Modell gestaltet sich die Bestimmung von Nutzenfunktion und Kapa-
zitét relativ einfach. Der Grund dafiir ist die Reichhaltigkeit des Konsequenzen-
raums (alle Lotterien auf einer Menge I') sowie die Annahme, da§ beim Vorlie-
gen objektiver Wahrscheinlichkeiten Lotterien gemafl EU beurteilt werden. Daher
kann der Prozel der Bestimmung von Nutzenfunktion und Kapazitét in zwei Pha-
sen aufgespalten werden. In der ersten Phase werden dem ET zun&chst Referenz-
lotterien, d.h. Lotterien mit objektiven Wahrscheinlichkeiten, zur Entscheidung
vorgelegt. Damit kann geméfl den Verfahren zur Bestimmung der Nutzenfunkti-
on in EU die Nutzenfunktion des ET erfragt werden. Sobald die Nutzenfunktion
bekannt ist, kann dann in der zweiten Phase die Choquet-Kapazitdt bestimmt
werden. Da jetzt nur noch die Choquet-Kapazitat unbekannt ist, gestaltet sich
die Elizitierung hier relativ einfach. Wir werden dieses Vorgehen im folgenden
prézisieren.

Phase I: Bestimmung der Nutzenfunktion.

Da die Nutzenfunktion eindeutig bis auf positiv-affine Transformationen ist, kann
man zunichst zwei Konsequenzen z—,zt € T’ mit x~ < z' auswihlen und
u(z”) =0 und u(z™) = 1 setzen.

e Wahrscheinlichkeitsiquivalent-Methode: Dem ET wird die Aufgabe
gestellt zu einem gegebenen Ergebnis € I' einen Wert p, so zu bestimmen,

dafl
T I T
I Pz Pz
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gilt. Sind u(zq) und u(zy) bekannt, so 148t sich der Wert von u(z) zu u(x) =
(1 —py)u(zy) + pyu(xe) berechnen. Speziell fir x; = = und 29 = 2 erhélt
man u(x) = p,. Auf diese Weise 188t sich also fiir beliebige Ergebnisse die
Nutzenfunktion ermitteln.

Sicherheitsiquivalent-Methode: Dem ET wird eine Lotterie

I — Ty T2
L=p p
vorgelegt. Durch Befragen wird dann ein Ergebnis x,, bestimmt, so dafl der
ET indifferent zwischen L und z, ist. Dann gilt

u(p) = u(w1)(1 = p) + ulw2)p-

Sind also u(z1) und u(x2) bekannt, so ist auch der Nutzen von z, bekannt.

Es ist jedoch zu beachten, daf§ ein Sicherheitséiquivalent i.a. nicht exisitieren
muf, sofern der Raum I' nicht reichhaltig genug ist. Ist I' jedoch z.B. ein
zusammenhéngender, topologischer Raum und die Nutzenfunktion u stetig,
so existiert immer ein Sicherheitsdquivalent.

Ein héufig benutztes Vorgehen erhéilt man mit p = 0.5. Man beginnt bei
diesem Verfahren mit den zuvor festgelegten Ergebnissen z~ und ™ und
erhélt dann im ersten Schritt ein Ergebnis xg 5 mit u(zg5) = 0.5. Der Wert
To.5 ist also beziiglich des Nutzens Mittelpunkt des Intervalls von 2~ bis z™.
Man kann nun fortfahren, indem man die Intervalle [z7, ¢ 5] und [zg5, z7]
wieder halbiert. Setzt man dieses Verfahren weiter fort, kann man das In-
tervall [z, 27| beliebig fein aufteilen.

Phase II: Bestimmung der Choquet-Kapazitét.
Wir gehen bei Phase IT davon aus, daf§ die Nutzenfunktion v bekannt ist.

e Lotterieiquivalent-Methode: Dem ET wird eine Aktion

x €
- i)

préasentiert, wobei x; < x5 ist. Der ET mufl nun angeben, bei welcher

Wahrscheinlichkeit p,4 fiir ihn die Indifferenz

Ty T2 T )
A A l—pa pa
gilt. In diesem Fall ist

w(@)[1 = p(A)] + w(z) p(A) = w(z1)[1 = pa] + u(w2)pa

(7.1)
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und somit p(A) = pa. Wesentlich ist dabei, dafl x; < x5 ist, da der
Choquet-Erwartungsnutzen einer Aktion ja von der Rangfolge der mogli-
chen Ausginge abhingt. Gilt (7.1) mit x; = o, so ergibt sich p(A°) =
1 — pa. Mit der Lotteriedquivalent-Methode kann also fiir beliebige Ereig-
nisse A der Wert der Choquet-Kapazitit j1(A) ermittelt werden.

Sicherheitsiquivalent-Methode: Dem ET wird eine Aktion

. 1 T2
préasentiert, wobei x; < xy gilt. Sodann wird das Sicherheitséquivalent x4
der Aktion f ermittelt, d.h. x4 wird so ermittelt, dafl x4 ~ f gilt. Dann ist

w(za) = u(@1) + [u(za) — u(z1)|pu(A)
bzw.
u(za) — u(z)
u(wg) —u(wr)

Wie schon bei der Sicherheitsiquivalent-Methode in Phase I bemerkt, mufl
jedoch ein Sicherheitséiquivalent i.a. nicht existieren.

pu(A) =

Aktionsidquivalent-Methode: Sind z; < xo und z3 < x4 und ist die

Indifferenz
1 T2 T3 T4
A A A A

erfiillt, so gilt

u(zy) + [u(ze) — ulz1)|p(A) = u(zs) + [u(zs) — ulzs)|p(A)
und somit

u(r1) — u(zs)
w(zy) — u(ws) — u(xe) + u(zy)

Bei bekannter Nutzenfunktion erhélt man also wieder den Wert von p(A).

n(A) =

Ratio-Schitzungen aus dem Vergleich zweier Aktionen: Zu gegebe-
nen Ereignissen A, B und z1, x5 mit 1 < x5 ist x3 > x; so zu bestimmen,

daf3
e s
gilt. Dann ist
u(zr) + [u(z2) — u(@1)]u(A) = u(z) + [uzs) — w(z1)lu(B)

bzw.
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Sind also die Nutzenfunktion w und z.B. pu(B) bekannt (etwa durch An-
wendung der Sicherheitsidquivalent-Methode), so kann auf diese Art p(A)
ermittelt werden.

Die oben beschriebenen Methoden erlauben die Bestimmung der Nutzenfunktion
und der Choquet-Kapazitit. Wesentlich bei diesem Vorgehen ist jedoch die Vor-
aussetzung, dafl Lotterien mit objektiven Wahrscheinlichkeiten gegeben sind und
geméfl EU beurteilt werden. Diese Voraussetzung erlaubt es, die Bestimmung von
Nutzenfunktion und Choquet-Kapazitit zu trennen.

7.2 Die Bestimmung von Nutzenfunktion und
Choquet-Kapazitidt in CEU ohne objektive
Wahrscheinlichkeiten

In den CEU-Modellen von Gilboa (1987), Wakker (1989a, 1989b, 1991), Nakamu-
ra (1990) stehen objektive Wahrscheinlichkeiten nicht zur Verfiigung. Im Rahmen
dieser Ansétze konnen dem ET keine Lotterien mit objektiven Wahrscheinlichkei-
ten zur Entscheidung vorgelegt werden. Eine separate Bestimmung der Nutzen-
funktion ist also auf diese Weise nicht moglich. Wir unterscheiden nun zwei Félle.
Zunéchst untersuchen wir Modelle, in denen der Konsequenzenraum reichhaltig
ist, anschliefend Modelle, in denen der Zustandsraum reichhaltig ist.

7.2.1 Bestimmung von Nutzenfunktion und Choquet-
Kapazitidt in CEU bei reichhaltigem Konsequen-
zenraum

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie in Modellen mit reichhaltigem Kon-
sequenzenraum Nutzenfunktion und Choquet-Kapazitdt durch Befragung des
ET ermittelt werden kénnen. Wir wéhlen speziell den topologischen Ansatz,
bemerken aber, daf§ die vorgestellten Verfahren auch im algebraischen Ansatz
durchfiihrbar sind.

Voraussetzung (fiir diesen Abschnitt): Wir betrachten ein Entscheidungs-
problem unter Unsicherheit ((S,.A), (C,D),F, <). Der Konsequenzenraum C sei
ein zusammenhéngender topologischer Raum. Es existiere ein Ereignis A € A,
das weder null noch universell ist. Es gelte CEU mit stetiger Nutzenfunktion u
und Choquet-Kapazitéit p.

Uber den Zustandsraum machen wir keine weiteren Voraussetzungen. Er kann
endlich oder auch unendlich sein. Demzufolge sind z.B. Fragen nach Sicher-
heitsdquivalenten erlaubt, da wir deren Existenz garantieren konnen. Da im
schlimmsten Fall der Zustandsraum nur aus zwei Elementen bestehen kann,
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kénnen wir jedoch keine Fragen nach Ereigniséquivalenten stellen, da es in dem
Modell kein Ereignis geben mufB, fiir das Indifferenz gilt.

Wir beschreiben nun eine Methode, mit deren Hilfe ohne die Verwendung objek-
tiver Wahrscheinlichkeiten die Nutzenfunktion in einem CEU-Modell bestimmt
werden kann.

Definition 7.1 (Standardfolge in CEU) Sei N* = {0,...,n}, n € IN, oder
NT =1INy. Sei A nicht null oder universell, und seien a,b € C. Eine Menge von
Konsequenzen {z;|i € N*} heifit aufsteigende Standardfolge beziiglich (A, a,b),
wenn a < b = z; fir allei € NT und

bz a  Zit1
Ac A A A
fir allei,i+1 € N* gilt.

Sei N~ =H0,...,—n}, n € IN, oder N~ =7, . Sei A nicht null oder universell,
und seien a,b € C. Eine Menge von Konsequenzen {z;|i € N~} heifst absteigende
Standardfolge beziiglich (A, a,b), wenn z; < a < b fir allei € N~ und

Z; a Zi—1 b
Ac AT A0 A

fir allev,1 —1 € N~ gilt.

Die fiir uns wesentliche Eigenschaft einer Standardfolge ist, dafl die Nutzendif-
ferenz zweier aufeinanderfolgender Elemente einer Standardfolge konstant ist.
Insbesondere kann die Nutzenfunktion so gewéhlt werden, dal u(z;) = i fiir alle
Elemente der Standardfolge gilt.

Satz 7.1 FEssei{z;} eine (aufsteigende oder absteigende) Standardfolge in einem
CEU-Modell. Dann kann die Nutzenfunktion u so gewdhlt werden, daff u(z;) =i
fur alle i € N 1ist.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fiir aufsteigende Standardfolgen. Der
Beweis fiir den Fall einer absteigenden Standardfolge verldauft analog. Wegen

b 2z a 2z
A AT A A

u(®)[1 = p(A)] + ulz0)u(A) = u(a)[l = u(A)] +u(z1)p(A).

Eine einfache Umformung ergibt

gilt

u(z1) = u(z) = [u(b) —u(a)]—=—5—
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Daher kann die Nutzenfunktion so gewéhlt werden, dafl u(zp) = 0 und u(z;) =1
ist. Fiir diese Wahl von u gilt dann

u(b) —u(a) = ﬂ (7.2)

1—p(A)

Fiir i = 0 und ¢ = 1 ist die Aussage des Satzes also erfiillt. Wir zeigen nun,
dal aus u(z;) = i folgt, daB auch u(z;41) = i + 1 ist, sofern i + 1 € N ist. Die
Behauptung folgt dann durch vollstdndige Induktion.

Nach Definition einer Standardfolge gilt

bz a  Zip
Ac A A A |7
was gleichbedeutend ist mit

u(®)[1 = p(A)] + ulz)u(A) = u(a)[l = p(A)] + uzip)u(A) -

Umformung der Gleichung ergibt

1 — p(A)
u(zipr) —u(z) = [u(b) — u(a)]——="
" u(A)
Unter Beachtung von (7.2) und mit der Voraussetzung u(z;) = ¢ erhélt man
schliefllich u(z;41) = i + 1, wie behauptet. ]

Gelingt es uns also, eine Standardfolge zu bestimmen, so haben wir auch fiir die
Elemente der Standardfolge eine Nutzenfunktion bestimmt. Die Konstruktion ei-
ner aufsteigenden Standardfolge liefert jedoch nur Nutzenwerte fiir Konsequenzen
oberhalb von z;. Um Nutzenwerte fiir weniger préferierte Konsequenzen zu be-
stimmen, gibt es nun zwei Moglichkeiten. Wir konnen zum einen z; moglichst
klein wéhlen, so dafl nur ,wenige“ Konsequenzen schlechter als zy beurteilt wer-
den. Die zweite Moglichkeit besteht darin, ausgehend von z; eine absteigende
Standardfolge zu bestimmen, deren Nutzendifferenz mit der Nutzendifferenz der
aufsteigenden Standardfolge identisch ist. Eine Antwort darauf, wie dies zu be-
werkstelligen ist, gibt der folgende Satz:

Satz 7.2 Seien {z;|i € NT} eine aufsteigende Standardfolge beziiglich (A, a, zo)
und {z; |1 € N~} eine absteigende Standardfolge beziiglich (A, z1,b). Gilt

zg b

so kann u so gewdhlt werden, daff u(z;) =i fir allei € Nt UN™ gilt.
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Beweis: Nach dem vorangehendem Satz kann u so gewahlt werden, daf fiir die
Elemente der aufsteigenden Standardfolge u(z;) = i gilt.

Ist (7.3) erfiillt, so mufl wegen zy < z; auch z; < b gelten. Somit ist (7.3) dquiva-
lent zu 1 = p(A) - u(b).
Sind 7,2 — 1 € IN™, so gilt

was wiederum zu

u(z)[1 = pu(A)] + n(A) = ulziz1)[L — p(A)] + u(b)u(A)
dquivalent ist. Wegen p(A) - u(b) = 1 ist dann

u(z)[1 = p(A)] + p(A) = u(zia)[1 = p(A)] + 1

und somit u(z;_;) = u(z;) — 1. Die Elemente der absteigenden Standardfolge
haben also ebenfalls die Nutzendifferenz 1. Mit Induktion folgt dann, daff u(z;) = i
fiir alle i € Nt U N~ gilt. n

Wir beschreiben nun ein Verfahren zur Bestimmung der Nutzenfunktion mittels
Verwendung von Standardfolgen.

Schritt 1: Bestimmung der aufsteigenden Standardfolge.

Zunéchst werden ein Ereignis A und zwei Konsequenzen a,b € C mit a < b zur
Konstruktion der Standardfolge beliebig gewihlt. Allerdings sollten a und b nicht
zu ,weit auseinander® liegen. Je ndher a und b beisammen liegen, desto feiner
wird der Konsequenzenraum unterteilt. Als ndchstes muf3 das erste Element zg der
Standardfolge gewihlt werden. Da b < zy gelten muf}, kénnen wir zy = b wéhlen.
Die Standardfolge wird also beziiglich (A, a, zp) gebildet. Man erhélt dann z; aus
der folgenden Aufgabe.

Bestimme z; so, daf§ zg ~ [ XC 2 ] gilt.

Ist ein Wert z; der Standardfolge bestimmt, so erhélt man einen weiteren Wert
z;+1 aus der folgenden Aufgabe.

: 20 % a % :
Bestimme z;, so, daf3 l AOC A ] ~ [ A ;{1 1 gilt.

Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis entweder genug Information {iber
die Nutzenfunktion beschafft ist oder bis kein weiteres z; 1 mehr bestimmt werden
kann.

Schritt 2: Abstimmung der aufsteigenden mit einer absteigenden Stan-
dardfolge.
Dem ET wird die folgende Aufgabe gestellt:
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Bestimme b so, dafl z; ~ [ ZOC Z ] gilt.

Geméf Satz 7.2 hat jede beziiglich (A, z1,b) gebildete absteigende Standardfolge
die gleiche Nutzendifferenz wie die in Schritt 1 konstruierte aufsteigende Stan-
dardfolge.

Schritt 3: Bestimmung der absteigenden Standardfolge.
Die absteigende Standardfolge wird also beziiglich (A, z1, b) gebildet, wobei b die
in Schritt 2 gewonnene Konsequenz ist. Ist z; bereits konstruiert, so gewinnt man
z;_1 aus der Aufgabe:
Bestimme z_; so, daB | . ! i1 b ilt
imme z; 1 S0, A A e 4 | it
Dieses Verfahren wird wieder so lange fortgesetzt, bis entweder genug Information

iiber die Nutzenfunktion beschafft ist oder bis kein weiteres z;_; mehr bestimmt
werden kann.

Verfeinerung der Standardfolge.

Ist der Konsequenzenraum dann noch nicht fein genug unterteilt, kann man eine
zweite Standardfolge {v;} konstruieren, fiir die u(vy;) = i, u(voiy1) = i + 3 ist,
d.h. eine Standardfolge, deren Nutzendifferenz gerade halb so grof3 ist wie die der
ersten Standardfolge. Dies wird im folgenden beschrieben.

Zur Verfeinerung der Standardfolge miissen wir &’ so klein machen, daf fiir die
beziiglich (A, a,b’) mit vy = 2o konstruierte Standardfolge gerade vy = z; gilt.
Man wahlt also zunéchst ein ' mit a < ¥’ < b. v; wird dann geméif folgender
Aufgabe bestimmt.

) b oz a v )
Bestimme v; so, dafl [ A A ] ~ [ A A ] gilt.

Wir unterscheiden sodann drei Falle:

/
(i) Ist Zc QZ ~ Xc 2 , 80 ist b’ richtig gewéhlt.
.. AT a2z L . .
(ii) Ist ae A | S| ae a4 |rsoist b’ zu klein gewéhlt. Das Verfahren mufl
dann mit einem groBeren b’ wiederholt werden.
. L -
(iil) Ist jc 12 - ZC 2 , 80 ist O’ zu grof gew&hlt. Das Verfahren muf

dann mit einem kleineren ¥ wiederholt werden.

Ist mit diesem iterativen Verfahren ein geeignetes b’ gefunden, so ergeben sich die
Konsequenzen zy; 1 aus folgender Aufgabe (die vq; sind sowieso mit z; identisch).
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) vz a Uy }
Bestimme wv9;,1 so, daf3 [ A A] ~ [ A ZH ] gilt.
Auf diese Art kann der Konsequenzenraum beliebig fein eingeteilt werden. Ist die
Unterteilung hinreichend fein, kénnen im néchsten Schritt fiir beliebige Ereignisse
B obere und untere Schranken fiir p(B) bestimmt werden.

Bestimmung von x(B)
Hat man eine auf- und eine absteigende Standardfolge {z;|i € N* U N~} be-
stimmt, so erhédlt man Abschéitzungen fir p(B) wie folgt. Der ET wird aufgefor-
dert zu gegebenen 7,j € NTUN™, i < j, den Wert k € NTUN~ so zu bestimmen,
daf

x| p 3
gilt. Dann ist offensichtlich k < i+ (j —i)u(B) < k+ 1 und somit
k—1i k—i+1
- Z < M(B) < i

J—1 J—1

Man erhélt als untere und obere Schranken fiir p(B). Diese Schranken sind umso
enger je grofler die Differenz j — ¢ ist. Durch Verfeinerung der Standardfolge wie
oben beschrieben, kann also auch pu(B) beliebig gut abgeschétzt werden.

= Zk+1

7.2.2 Bestimmung von Nutzenfunktion und Choquet-
Kapazitiat in CEU bei reichhaltigem Zustands-
raum

In diesem Abschnitt untersuchen wir Modelle, in denen der Zustandsraum in
einem gewissen Sinne reichhaltig ist, und zeigen, wie dort Nutzenfunktion und
Choquet-Kapazitit bestimmt werden kénnen. Wir werden speziell die Axiomati-
sierung von Gilboa (1987) betrachten und machen daher die folgende

Voraussetzung (fiir diesen Abschnitt): Wir betrachten ein Entscheidungs-
problem unter Unsicherheit ((S,.A), (C,D),F, <). Es gelte CEU mit Nutzenfunk-
tion v und Choquet-Kapazitdat pu. Fiir alle Ereignisse A, B mit B C A und alle
a € [0,1] gibt es ein Ereignis C' mit B C C' C A, so daf

p(C) = au(B) + (1 — a)u(A)

ist. Der Konsequenzenraum enthélt mindestens drei Konsequenzen z,, z, x*, so
daBl z, < x < z* ist.

Uber den Konsequenzenraum setzen wir also lediglich voraus, daf es mindestens
drei unterschiedlich préferierte Konsequenzen gibt. Wir konnen daher keine Fra-
gen nach Sicherheitsédquivalenten stellen, da diese unter den gemachten Voraus-
setzungen nicht existieren miissen. Stattdessen kénnen wir Fragen nach Ereig-
nisdquivalenten stellen.
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Wir beschreiben nun eine Methode, die die Bestimmung der Nutzenfunktion und
Choquet-Kapazitit in einem CEU-Modell mit reichen Zustandsraum erméglicht.
In Analogie zum vorigen Abschnitt besteht die Grundidee des Verfahrens darin,
Folgen von Ereignissen zu konstruieren. Wir gehen dabei wie folgt vor:

Wir setzen zunéchst u(z,) = 0 und u(2*) = 1. Dann ist u(x) = ¢ € (0,1).
Schritt 1: Bestimmung des Ereignisiquivalents zu z.
Bestimme eine Ereignis Ag so, dafl

T, x*
gilt.
Schritt 2: Konstruktion einer absteigenden Folge von Ereignissen.

Wir nehmen an, dafl Ereignis A;, i € Z_, bereits konstruiert ist. Dann gewinnt
man A;_; aus der folgenden Aufgabe:

Bestimme ein Ereignis A; 1 so, dafl A, 1 C A; ist und

Ty I T, x*
[ A A, ] ~ [ A A ] (75)
gilt.
Dieser Schritt kann theoretisch beliebig oft wiederholt werden. In der Praxis

wird man diesen Schritt solange wiederholen, bis eine geniigend grofie Anzahl
von Ereignissen bestimmt ist.

Schritt 3: Konstruktion einer aufsteigenden Folge von Ereignissen.
Wir nehmen an, daf§ Ereignis A;, ¢ € IN, bereits konstruiert ist. Dann gewinnt
man A, aus der folgenden Aufgabe:

Bestimme ein Ereignis A;,; so, dal A; C A;;; ist und daB
r z¥
AS A,

Wie Schritt 2 wird man auch diesen Schritt so oft wiederholen, bis eine geeignete
Anzahl von Mengen A; bestimmt ist.

*

s xr
* 7.6
Af A ] (7.6)

gilt.

Wir erhalten durch diese drei Schritte eine beziiglich Teilmengenbeziehung
vollsténdig geordnete Kette A_,, C ... A,, m,n € IN, von Ereignissen. Wir
konnen fiir die Elemente dieser Kette die Werte der Kapazitdat in Abhangigkeit
von ¢ = u(z) bestimmen.

Satz 7.3 Fir die gemdf§ Schritt 1 bis 3 konstruierte Folge von FEreignissen
A, C...CA,, mnéelN, gilt
1—(1—=c¢)t fallsi>0
A‘ — ) 9 - )
H4i) {cll, falls v < 0.
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Beweis: Aus der Bestimmung von Ay errechnet man sofort, dafl ¢ = p(Ap) ist.

Wir zeigen zunéchst mit vollstdndiger Induktion, daff die Behauptung fiir ¢ < 0
richtig ist. Fiir ¢ = 0 haben wir bereits gezeigt, dal u(Ag) = c ist. Sei also
w(A;) = ' bereits gezeigt. Wir zeigen, daf die Behauptung dann auch fiir i — 1
gilt. Nach Konstruktion ist cuu(A;) = p(A;_1). Somit ist p(A;_1) = =07V wie
behauptet.

Wir zeigen ebenfalls mit vollstdndiger Induktion, dafi die Behauptung auch fiir
i > 0 richtig ist. Fir i = 0 ist u(Ap) = 1 — (1 — ¢) und die Behauptung somit
richtig. Wir nehmen nun an, daf u(A4;) = 1— (1 —¢)"*! fiir ein ¢ > 0 bewiesen ist
und zeigen, dafl die Behauptung dann auch fiir ¢+ 1 giiltig ist. Nach Konstruktion
von A;,q ist

[l = pu(A)] + p(A;) = p(Aita).

Wegen der Induktionsvoraussetzung ist dann
A =c(l—c)™M +1—(1—-c) =1~ (1-¢)"?
wie behauptet. [

Das Problem ist natiirlich, dafl der Wert von ¢ nicht bekannt ist. Wir kénnen
jedoch durch einfache Aktionenvergleiche obere und untere Schranken fiir ¢ ge-
winnen. Dem ET werden fiir 7, 7 > 0 die beiden Aktionen

*

Ty x x T T |
Lii=1 ac ana, Aj] und [Ag AO]_LO

préasentiert. Der ET mufl nun angeben, ob L, ; < Lo, L;j ~ Lo oder L;; >~ Ly
gilt.

Die Differenz der Choquet-Erwartungsnutzen der beiden Aktionen ergibt sich zu

CEU(L;;) —CEU(Ly) = c[l—(1—c¢)+(1—-c)d™ —c
c(1—c)[d — (1 —¢)].
Da c € (0,1) ist, ist ¢(1 —¢) > 0 und es ist CEU(L; ;) > CEU(Ly) genau dann,
wenn ¢ — (1 —¢)* > 0 ist. Entsprechend ist CEU(L; ;) < CEU(Lg) genau dann,
wenn ¢ — (1 —¢)" < 0ist. Dalim.ocd — (1 —¢)' = -1, lim,; ¢ — (1 —¢)' =1
und ¢/ — (1 — ¢)" streng monoton wachsend in ¢ ist, hat ¢/ — (1 — ¢)" genau eine
Nullstelle in (0, 1). Diese bezeichnen wir mit ¢; ;. Wir kénnen somit festhalten:

(i) Gilt L;; < Lo, so ist ¢ < ¢; ;.
ii) Gilt L; ; ~ Lg, so ist ¢ = ¢; ;.
7] 7j

(iii) Gilt L;; > Lo, so ist ¢ > ¢; ;.
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Indem wir den ET fiir verschiedene Paare 7, j nach seinen Préferenzen fragen,
kénnen wir also obere und untere Schranken fiir ¢ bestimmen. Dazu muf le-
diglich jeweils ¢;; als eindeutige Losung der Gleichung ¢ = (1 — ¢)* in (0,1)
bestimmt werden. Dies ist numerisch jedoch leicht zu bewerkstelligen, z.B. durch
Anwendung des Newton-Verfahrens oder des Bisektionsverfahrens. In der folgen-
den Tabelle sind fiir einige Paare von ¢ und j die Werte von ¢; ; vertafelt.

il 1 2 3 4 5 6 7 8

0.5000 0.6180 0.6823 0.7245 0.7549 0.7781 0.7965 0.8117
0.3820 0.5000 0.5698 0.6180 0.6540 0.6823 0.7053 0.7245
0.3177 0.4302 0.5000 0.5497 0.5877 0.6180 0.6431 0.6642
0.2755 0.3820 0.4503 0.5000 0.5386 0.5698 0.5959 0.6180
0.2451 0.3460 0.4123 0.4614 0.5000 0.5316 0.5581 0.5808
0.2219 0.3177 0.3820 0.4302 0.4684 0.5000 0.5267 0.5497
0.2035 0.2947 0.3569 0.4041 0.4419 0.4733 0.5000 0.5231
0.1883 0.2755 0.3358 0.3820 0.4192 0.4503 0.4769 0.5000

—

0 3 O U i~ W N+

Hat man untere und obere Schranken fiir ¢, so hat man natiirlich auch untere
und obere Schranken fiir die Werte u(A4;).

7.3 Die Bestimmung von Nutzen- und Verzer-
rungsfunktion in AU

Bei der Bestimmung von Nutzenfunktion und Verzerrungsfunktion in AU koénnen
geeignet modifizierte Varianten der in Abschnitt 7.2 vorgestellten Verfahren an-
gewendet werden.

Voraussetzung (fiir diesen Abschnitt): Wir betrachten ein Entscheidungs-
problem unter Risiko ((C, D), P, <X). Es gelte AU mit Nutzenfunktion v und Ver-
zerrungsfunktion q.

Reichhaltiger Konsequenzenraum

Ist der Konsequenzenraum reich, so kann die Nutzenfunktion wie in Ab-
schnitt 7.2.1 mit Hilfe von Standardfolgen bestimmt werden.

Definition 7.2 (Standardfolge in AU) Sei N* = {0,...,n}, n € IN, oder
Nt = INg. Seip € (0,1), und seien a,b € C. Eine Menge von Konsequenzen
{z;]i € N*} heifit aufsteigende Standardfolge beziiglich (p,a,b), wenn a < b < z;

fiir allei € N* und
b Z a Zit1
l—p p l—p »p
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fir allei,i+1¢€ N* gilt.

Set N~ ={0,...,—n}, n€ N, oder N~ =7, . Seip € (0,1), und seien a,b € C.
FEine Menge von Konsequenzen {z;|i € N~} heifit absteigende Standardfolge
beziiglich (p,a,b), wenn z; < a < b fir allei € N~ und

Zi a Zi—1 b
l—p p l—p p
fir alle i,1—1 € N~ gilt.

Weiter gelten in Analogie zu den Satzen 7.1 und 7.2 die folgenden Sétze:

Satz 7.4 Essei{z} eine (aufsteigende oder absteigende) Standardfolge in einem
AU-Modell. Dann kann die Nutzenfunktion u so gewdhlt werden, daf$ u(z;) =i
fiir alle v € N 1ist.

Satz 7.5 Seien {z;|i € Nt} eine aufsteigende Standardfolge beziiglich (p,a, zo)
und {z; |1 € N~} eine absteigende Standardfolge beziiglich (p, z1,b). Gilt

zlwl % b], &

I-p p

so kann u so gewdhlt werden, daff u(z;) =1 fir allei € Nt UN™ gilt.

Der Beweis der beiden Satze verlauft vollig analog zum Beweis der Sétze 7.1 und
7.2. Die beiden Sétze zeigen, daf§ in AU mit reichem Konsequenzenraum eine
Bestimmung der Nutzenfunktion iiber Standardfolgen wie in CEU moglich ist.
Die in Abschnitt 7.2.1 beschrieben Verfahren zur Konstruktion von auf- und ab-
steigenden Standardfolgen gelten mutatis mutandis auch in AU. Es muf} jeweils
,Ereignis A“ durch ,, Wahrscheinlichkeit p“ und ,,Ereignis A¢* durch ,, Wahrschein-
lichkeit 1 — p“ ersetzt werden.

Eine Abschéitzung des Wertes der Verzerrungsfunktion an der Stelle p ist ebenso
moglich wie die Abschétzung des Wertes von p(A): Ist ¢ < j und

SO 1St
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Konsequenzenraum nicht reichhaltig

Da wir davon ausgehen, dal P alle Lotterien mit endlichem Tréger enthélt (was
der Reichhaltigkeit des Zustandsraumes in CEU entspricht), sind die Methoden
aus Abschnitt 7.2.2 auf AU iibertragbar und anwendbar. Wie setzen wie dort
lediglich die Existenz dreier Konsequenzen z,, x, x* mit z, < x < z* voraus. Wir
beschreiben nun der Vollsténdigkeit halber kurz das Verfahren zur Bestimmung
der Verzerrungsfunktion und der Nutzenfunktion.

Normierung: Wir setzen u(z,) = 0 und u(z*) = 1. Dann ist u(x) = ¢ € (0,1).
Schritt 1: Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsiquivalents zu x.
Bestimme eine Wahrscheinlichkeit py so, dafl

T T*
€T ~~
[1—290 po]

Schritt 2: Konstruktion einer fallenden Folge von Wahrscheinlichkei-
ten.

Ist die Wahrscheinlichkeit p;, ¢ € Z_, bereits konstruiert, so erhélt man p;_; aus
der Aufgabe:

Bestimme eine Wahrscheinlichkeit p; 1 so, dafl
T, T T z*
L—pi pi L =pic1 pima

Wiederhole Schritt 2 bis eine geeignete Anzahl von Wahrscheinlichkeiten be-
stimmt ist.

gilt.

gilt.

Schritt 3: Konstruktion einer wachsenden Folge von Wahrscheinlich-
keiten.

Ist die Wahrscheinlichkeit p;, ¢« € IN, bereits konstruiert, so erhélt man p;,; aus
der Aufgabe:

Bestimme eine Wahrscheinlichkeit p; 1 so, dafl
x x* Ty ¥
l—pi pi L= piv1 piva

Wiederhole Schritt 3 bis eine geeignete Anzahl von Wahrscheinlichkeiten be-
stimmt ist.

gilt.

Fiir die so gewonnen Werte p_,,...,p, ist p_,, < ... < p, und wir kénnen die
Werte der Verzerrungsfunktion ¢ in Abhéngigkeit von ¢ = u(z) bestimmen. Es
gilt ndmlich

1—(1—¢)", fallsi>0,

i falls ¢ < 0.

q(pi) = {
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Bestimmung von Schranken fiir ¢: Dem ET werden die beiden Lotterien

*

T T T T T*
L;;= * und * =L
7 L=pi pi—p-j p-j ] [ I —po po ] 0

zum Vergleich vorgelegt. Der ET muf8 angeben, ob L;; < Lo, L;; ~ Lo oder
Li,j — LO gllt

(1) Gilt L@j < Lo, soist ¢ < Cij-
(i) Gilt L;; ~ Lo, so ist ¢ = ¢; ;.

(111) Gilt Li,j > Lg, so ist ¢ > Cij-

Dabei ist ¢; ; wieder die eindeutige Losung der Gleichung ¢/ = (1 — ¢)* in (0, 1).
Indem wir den ET fiir verschiedene Paare 7,7 nach seinen Préaferenzen fragen,
kénnen wir also obere und untere Schranken fiir ¢ bestimmen und damit auch {ir
die Werte q(p;).

7.4 Parametrische Ansidtze zur Bestimmung
der Verzerrungsfunktion

Aufgrund der oben genannten Schwierigkeiten bei der Bestimmung von Nutzen-
und Verzerrungsfunktion in AU bieten sich auch parametrische Ansétze an. Wir
schlagen vor, die Verzerrungsfunktion ¢ aus einer parametrischen Klasse von Ver-
zerrungsfunktionen zu bestimmen. Bei der Wahl einer geeigneten parametrischen
Klasse sollten folgende Punkte beachtet werden.

e Die Klasse sollte durch wenige Parameter beschrieben werden, die einfach
interpretierbar sind.

e Die Klasse sollte grof genug sein, um moglichst viele mogliche Préferenzre-
lationen modellieren zu kénnen.

e Die Klasse sollte analytisch gut handhabbar sein.

Es macht also z.B. wenig Sinn eine Klasse zu wihlen, die nur konvexe Verzerrungs-
funktionen enthélt, da mit ihnen (stark) risikoaverses Verhalten nicht beschreiben
werden kann. (Das entsprechende gilt natiirlich fiir eine Klasse, die nur konkave
Funktionen enthélt).
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Verzerrungsfunktionen nach Tversky und Kahneman

Tversky und Kahneman (1992) benutzen Verzerrungsfunktionen der folgenden
Gestalt:

P
(7 + (1= p))7
Wir bezeichnen die Menge aller dieser Verzerrungsfunktionen mit ) k7. Definiert
sind diese Verzerrungsfunktionen fiir v > 0. Ist jedoch 7 kleiner als 0.2792, so
ist ¢y nicht mehr monoton wachsend. Fiir v = 1 erhélt man die identische Ver-
zerrungsfunktion. Fiir v < 2, v # 1 hat ¢, genau einen Schnittpunkt ¢ mit der
Winkelhalbierenden in (0, 1). Dieser Schnittpunkt ist monoton wachsend mit ~.
Die Verzerrungsfunktion liegt fiir v < 1 in [0, ¢] oberhalb der Winkelhalbierenden
und in [c, 1] unterhalb. Fiir 1 < v < 2 liegt ¢, in [0, ¢] unterhalb der Winkelhal-
bierenden und in [c, 1] oberhalb. Fiir v > 2 ist ¢, konvex.

4y (p) =

Der erste und dritte Punkt unserer Forderungen sind zwar erfiillt, da die Klasse
durch nur einen Parameter beschrieben wird und die Funktionen relativ einfach
aufgebaut sind. Jedoch ist unserer Ansicht nach die Klasse nicht grofl genug. Zwar
sind S-férmige Verzerrungsfunktionen enthalten, doch kénnen der Schnittpunkt
mit der Winkelhalbierenden und die Kriimmung der Verzerrungsfunktion nicht
unabhéngig voneinander variiert werden. Ebenso fehlen konvexe Funktionen, die
zur Modellierung (stark) risikofreudigen Verhaltens notwendig sind. Auerdem ist
die Klasse nicht abgeschlossen gegen Dualisierung, d.h. die Verzerrungsfunktion
¢? liegt i.a. nicht in Q.

Eine Klasse Qg von S-féormigen Verzerrungsfunktionen

Aufgrund der oben vorgebrachten Kritikpunkte an den von Tversky und Kah-
neman (1992) benutzten Verzerrungsfunktionen schlagen wir die folgende Klasse
von Verzerrungsfunktionen vor. Fiir v € [0,1] und a € IR sei die Verzerrungs-
funktion g, gegeben durch

(67

P
a—1"

qa,'y(p> = - (1 _p)a |
(1 —7y)et

Weiter sei Qs = {¢ar |7 € [0,1], « € Ry}, d.h. Qg ist die Menge aller die-
ser Verzerrungsfunktionen. Fiir v € (0,1) haben diese Verzerrungsfunktionen
eine S-formige Gestalt. Der Parameter v bezeichnet den Schnittpunkt der Ver-
zerrungsfunktion mit der Hauptdiagonalen, d.h. es ist g, ,(y) = 7. Fir a > 1
ist go~ konvex in [0,7] und konkav in [v,1]. Fiir o < 1 ist g, konkav in [0, 7]
und konvex in [y, 1]. Der Parameter a bestimmt die Stirke der Kriimmung der
Verzerrungsfunktion.

falls p <,

falls p >
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Im Extremfall v = 1 erhélt man fiir « > 1 konvexe und fiir @ < 1 konkave
Verzerrungsfunktionen. In der folgenden Abbildung sind fiir einige Parameter die
Verzerrungsfunktionen ¢, , abgebildet.

W -
.-'/ //
0.9+ — a=1, v =0.6 / / -
— — a=15 =06 4
08+ | — +« — a=2 =06 _.-"/./
-~ — _ a=3 =06 :.-’///
0.7 4 | eeeeeernnnneenns a=5, v=0.6 /
//
0.6 + /
(i
05 1 /’/::
/)]
0.4 S
/i
oo
0.3+ /
oy
sl
0.2+ p o
.
0.1+ S %
. - - g
: xf/’...;/..--o"".x... | | | | | |

0r 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Die Menge Qg ist abgeschlossen gegeniiber Dualisierung. Die zu ¢, duale Ver-
zerrungsfunktion ist gq, 1.

Die Klasse Qg erfiillt weitgehend die oben aufgestellten Forderungen. Die Klas-
se wird durch zwei Parameter beschrieben, die in einfacher Weise die Form der
Verzerrungsfunktion beschreiben (y den Schnittpunkt mit der Winkelhalbieren-
den, « die Stdrke der Kriimmung). Es sind sowohl konkave als auch konvexe
Verzerrungsfunktionen enthalten, was die Beschreibung von sowohl risikoaver-
sem als auch risikofreudigem Verhalten ermdglicht. Dariiber hinaus sind aber
auch S-formige Funktionen enthalten, bei denen Schnittpunkt mit der Winkel-
halbierenden und Kriimmung der Verzerrungsfunktion unabhéngig voneinander
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variiert werden konnen. Schliellich ist auch Abgeschlossenheit gegeniiber Duali-
sierung erfiillt, wie oben dargelegt. Was die Handhabbarkeit dieser Verzerrungs-
funktionen angeht, ist zwar nachteilig, da} die Funktionen nicht durch einen
geschlossenen Ausdruck definiert sind. Beide Aste werden jedoch durch einfache
Potenzfunktionen beschrieben.

Bestimmung einer Verzerrungsfunktion aus (Jg

Wir beschreiben, wie eine Verzerrungsfunktion in ()g bestimmt werden kann.
Dabei gehen wir wieder davon aus, daf§ ein AU-Modell vorliegt.

Wir wahlen drei beliebige Konsequenzen z,, x, x* so, daf§ =, < = < z* gilt und
setzen u(z,) = 0, u(z*) = 1. Dann ist u(x) = ¢ € (0,1). Fiir py,pe € [0, 1] sei die
Lotterie L(py, pa) definiert durch

Ty T z*

Liprp2) = o l—pi—ps po |

und es sei £ = {L(p1,p2) |p1,p2 € [0,1]} die Menge aller dieser Lotterien. Fiir
L € L bezeichnen wir mit AU, .(L) den antizipierten Nutzen der Lotterie L,
wenn ¢, die Verzerrungsfunktion des ET und u(z) = c ist.

Der ET mufl eine gewisse Anzahl von Indifferenzen in der Klasse £ angeben.
Es liegen dann Paare (L;1,L;2), ¢ = 1,...n, von Lotterien in £ vor, fir die
Liy ~ Lis, @ = 1...n, gilt. Die Parameter «, v und ¢ werden dann nach der
Methode der kleinsten Quadrate so bestimmt, dal die Summe der Fehlerquadrate

n

F(a,v,¢) =Y [AUnn(Lin) — AUqqo(Li)]

i=1
minimal wird.

Der ET mufl mindestens n = 3 Paare von Indifferenzen angeben, da die Parameter
sonst nicht eindeutig bestimmt sind.

Indifferenzangaben zwischen Lotterien werden mit steigender Anzahl von mogli-
chen Ergebnissen immer schwerer. Wir schlagen daher vor, nur mit Lotterien mit
hochstens zwei moglichen Ergebnissen zu arbeiten. Es sind dann Indifferenzen
der folgenden Formen mdoglich.

*

Typ 1: Bestimme pg so, dal x ~ [ e 1 ist.
L —po po

x x x x*
Typ 2: Wihle p; und p, so, dafl * ~ * ilt.
yp b b2 [1—291 pl} [1—192 pz]g

T T* T *

x
Typ 3: Wihle p; und p, so, daf3 ~ ilt.
yp o b2 l I—p1 m L—p2 p2 ] &
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Wihrend pg eindeutig bestimmt ist, sind beliebig viele Indifferenzangaben vom
Typ 2 oder 3 moglich.

Das oben beschrieben Verfahren wurde auf einem PC implementiert. Der Benut-
zer hat die Moglichkeit beliebig viele Indifferenzen der Typen 1, 2 und 3 anzu-
geben. Das auftretende nichtlineare Minimierungsproblem wird mit dem BFGS-
Algorithmus (siehe z.B. Stoer 1979, S. 278ff) gelost. Der Algorithmus findet das
Minimum i.a. in weniger als zehn Iterationen. Gute Ergebnisse erhélt man i.a.
bei 5 oder mehr Indifferenzangaben. Dabei ist jedoch darauf zu achten, daf3 die
Anzahl der Indifferenzangaben von Typ 2 und Typ 3 etwa gleich grof3 ist.



Kapitel 8

AU und CEU in Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir an ausgewihlten Anwendungssituationen zeigen,
welche 6konomischen Implikationen sich aus der Verwendung von AU oder CEU
ergeben. Insbesondere soll dargelegt werden, da3 durch diese Modelle ein reali-
stischeres Verhalten beschrieben werden kann als es durch EU moglich ist.

Im ersten Abschnitt, der Denneberg (1989) folgt, wird sich zeigen, daf§ das
Choquet-Integral beziiglich eines verzerrten Wahrscheinlichkeitsmafles zur Kon-
struktion von Pramienprinzipien fiir Versicherungen verwendet werden kann.
Danach betrachten wir zwei klassische Grundprobleme der Portfeuilleauswahl,
nédmlich zum einen die Auswahl zwischen einer sicheren und einer risikobehafte-
ten Anlageform, zum anderen das Problem der Aufteilung eines Betrages zwi-
schen mehreren risikobehafteten Anlagen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels
schliefllich gehen wir noch auf eine Arbeit von Dow und Werlang (1992) ein, in
der gezeigt wird, dafl ein unsicherheitsaverser CEU-Maximierer genau dann mit
eine Anlage handelt, wenn der Preis fiir diese Anlage aulerhalb eines bestimmten
Intervalls liegt. Liegt der Preis unterhalb des Intervalls, so kauft er Anteile die-
ser Anlage, liegt er oberhalb des Intervalls, so tétigt er Leerverkidufe. Die Grofe
dieses Intervalls héngt dabei vom Grad der Unsicherheitsaversion des ETs ab.
Weitere Anwendungen von AU- und CEU-Modellen finden sich in Chateauneuf,
Kast und Lapied (1992a,b) und Epstein und Wang (1992).

8.1 Pramienprinzipien fiir Versicherungen

Denneberg (1989) verwendet verzerrte Wahrscheinlichkeitsmafle zur Konstrukti-
on von Prémienprinzipien fiir Versicherungen. Sei X eine Menge von Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Die Zufallsvariablen in der
Menge X werden als die zu versichernden Risiken interpretiert. Ein Prdmien-
prinzip ist eine Abbildung H : X — IR. An ein Primienprinzip werden i.a. die
folgenden Anforderungen gestellt (vgl. hierzu Heilmann 1988, Reich 1985):
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V1: H(X) > E(X), falls E(X) existiert,

(
V2: H(X) <supgeq X(w),
V3: H(X +c¢) = H(X) + c fiir alle c € R,
V4: H(cX) = cH(X) fiir alle ¢ > 0.

Die Préamie soll also mindestens so hoch sein wie der erwartete Schaden (V1)
jedoch nicht héher als der maximal mogliche Schaden (V2). V3 besagt, da8
durch eine sichere Erhohung (Verringerung) des Schadens um ¢ auch die Pramie
um diesen Betrag erhoht (verringert) wird. SchlieBlich fordert V4, dafl sich bei
einer Multiplikation des Schadens mit einer positiven Konstante auch die Pramie
entsprechend andert.

Denneberg (1989) zeigt, dafi das Choquet-Integral beziiglich eines verzerrten W-
Mafles ein verniinftiges Pramienprinzip darstellt.

Satz 8.1 (Denneberg 1989) Fir die Verzerrungsfunktion q gelte q(p) > p,
0<p<1. Dann ist

H(X) = /QX d(qo P)
ein Primienprinzip, das die Eigenschaften V1 - V4 erfiillt.
Eine weitere sinnvolle Eigenschaft eines Pramienprinzips ist:
V5: HX+Y)< HX)+ H(Y).
Die Pramie fiir die Summe der Risiken X 4+Y darf nicht gréfer sein als die Summe

der Pramien der Einzelrisiken, da es sonst fiir den Versicherungsnehmer giinstiger
ist, die Risiken X und Y getrennt zu versichern.

Satz 8.2 (Denneberg 1989) Sei q eine konkave Verzerrungsfunktion. Dann ist
H(X) = /X d(qo P)
Q
ein Pramienprinzip, das die Eigenschaften V1-V5 erfiillt.

In diesem Kontext kann auch die komonotone Additivitdt des Choquet-Integrals
schon interpretiert werden. Sind zwei Risiken X und Y komonoton, so bedeutet
dies, dafl kein Risikoausgleich zwischen X und Y stattfindet. Die Préamie ergibt
sich dann als Summe der Pramien der Risiken X und Y. Sind jedoch die Risiken
X und Y nicht komonoton, so findet ein Risikoausgleich statt. Die Préamie des
Risikos X + Y ist dann kleiner als die Summe der Einzelpriamien.
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8.2 Portfeuilleauswahl

8.2.1 Eine sichere und eine risikobehaftete Anlage

In diesem Abschnitt wollen wir AU auf ein einfaches Portfeuilleproblem anwen-
den, das in EU unter anderem von Arrow (1971, Essay 3) untersucht wurde. Der
ET steht vor dem Problem, einen bestimmten Geldbetrag v zwischen einer si-
cheren und einer risikobehafteten Anlagemoglichkeit aufzuteilen. Der Ertrag der
risikobehafteten Anlage pro investierter Geldeinheit werde durch eine Zufalls-
variable X > 0 beschrieben, deren Verteilung bekannt sei. Der ET kann einen
beliebigen Betrag a, 0 < a < v in die risikobehaftete Anlage investieren. Das
Guthaben am Ende der Periode wird dann durch die Zufallsvariable

Y,=v—a+aX

beschrieben. Zur Vereinfachung definiert man R = X — 1. Hierbei steht R fiir
yrate of return“. Damit ergibt sich

Y,=v+aR.

Wir bezeichnen den optimalen Wert von a mit a*, d.h. es ist Y,, »= Y, fiir alle
a mit 0 < a < v. Agiert der ET geméfl EU, so gilt das folgende Ergebnis von
Arrow (1971):

Sei u zweimal differenzierbar und konkav. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist E(R) > 0, so ist a* > 0.
(ii) Ist E(R) <0, so ist a* = 0.

Mit anderen Worten: Ein risikoaverser EU-Maximierer investiert nichts in eine
Anlage mit F(R) < 0. Ist jedoch E(R) > 0, so investiert der ET einen positiven
Betrag in diese Anlage.

Bemerkenswert an obiger Aussage ist, dafl ein risikoaverser EU-Maximierer be-
reits dann einen positiven Betrag in die Anlage investiert, wenn E(R) nur ge-
ringfiigig groffer als Null ist. Im Gegensatz dazu kann in AU Verhalten modelliert
werden, bei dem der ET erst dann in eine Anlage investiert, wenn deren erwartete
Riickzahlungsrate E(R) einen gewissen positiven Betrag erreicht.

Satz 8.3 Fir einen AU-Mazimierer mit zweimal differenzierbarer, monoton
wachsender und konkaver Nutzenfunktion u und stetiger Verzerrungsfunktion q
st a* > 0 genau dann, wenn

/Rd(qu)>0

15t.
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Beweis: Fir 0 < a <w sind die Zufallsvariablen Y, komonoton. Nach Satz 2.4
existiert ein W-Mafl P, so daf

/u(v +aR)d(qgo P) = /u(v +aR)dP fiir alle a € [0, v]

ist. Man kann also das Ergebnis von Arrow benutzen. Es ist a* > 0 genau dann,
wenn Ez(R) > 0 ist. Wegen

Ep(R) = [Rd(go P)
folgt daraus die Behauptung. [

Nach Satz 5.2 gelten die folgenden Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen
qup(R) und EP(R)

Ist ¢(z) < z fur alle x € [0,1], soist E,op(R) < Ep(R) fiir alle Zufallsvariablen R.
Ist ¢(x) > z fir allex € [0,1], so ist E,op(R) > Ep(R) fiir alle Zufallsvariablen R.

Bei konkaver Nutzenfunktion kénnen also folgende Verhaltensweisen auftreten:

Ein pessimistischer ET (d.h. ein ET mit ¢(x) < x) investiert erst dann einen
positiven Betrag a in die risikobehaftete Anlage, wenn der Erwartungswert E(R)
einen gewissen nichtnegativen Wert iiberschreitet.

Ein optimistischer ET (d.h. ein ET mit ¢(x) > x) investiert schon dann einen
positiven Betrag a in die risikobehaftete Anlage, wenn der Erwartungswert E(R)
einen gewissen nichtpositiven Wert iiberschreitet.

8.2.2 Mehrere risikobehaftete Anlagen

Wir betrachten das folgende Portfeuilleproblem. Es stehen n risikobehaftete An-
lagemoglichkeiten zur Auswahl, deren Ertréage je investierter Geldeinheit durch
die Zufallsvariablen X, ..., X, beschrieben werden. Ein Betrag k soll vollsténdig
in diese Anlagen investiert werden. O.B.d.A. sei das zu investierende Kapital
k = 1. Der Anteil des in die i-te Anlageform investierten Kapitals werde mit
a; bezeichnet. Es ist dann 77" ; a; = 1 und der Gesamtertrag des Portfeuilles
ist X = >, a;X;. In Samuelson (1967) wurde gezeigt, dal im Rahmen von
EU ein Investor sein Kapital zu gleichen Teilen auf die n Anlageformen auf-
teilt, sofern die Nutzenfunktion u konkav und die gemeinsame Verteilungsfunk-
tion F'(z1,...,2,) = P(X; < x1,...,X, <x,) symmetrisch in den Argumenten
X1, ...T, ist. Diese Ergebnis ist auch in AU giiltig, wie wir zeigen werden.

Satz 8.4 Seien Xi,...,X, reelle nichtnegative Zufallsvariablen mit gemeinsa-
mer Verteilungsfunktion F. F' sei symmetrisch in den Argumenten. Dann gilt fir
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jeden AU-Mazimierer mit konkaver, zweimal differenzierbarer Nutzenfunktion u
und konvezer, zweimal differenzierbarer Verzerrungsfunktion q:

1 n n
AU <—ZXZ»> > AU (Zain) fiir alle o, ..., 00, >0 mat 30 a; = 1.
nis

=1

Beweis: Fiir = > | X; schreiben wir kiirzer X. Ist v = (o, ..., ) mit o; > 0,
t=1,...n,und > ; a; = 1, so schreiben wir kiirzer X, anstelle von > "' ; ; X;.
Nach den klassischen Ergebnissen (siehe z.B. Rothschild und Stiglitz 1971) gilt
fiir alle zweimal differenzierbaren, monoton wachsenden und konkaven Nutzen-
funktionen wu:

EU(X) > FEU(X,) firalle aq,...,a, > 0mit >0, o; = 1.

Dies bedeutet aber, dafl B
PX =y, P

gilt. Nach Satz 4.6 ist dann aber fiir alle zweimal differenzierbaren, konvexen
Verzerrungsfunktionen ¢ auch

qu7 > quXO‘,

was bedeutet, daf fiir alle solchen Verzerrungsfunktionen und alle zweimal diffe-
renzierbaren, konkaven Nutzenfunktionen

AU(X) > AU(X,)
gilt. Das war aber zu beweisen. [

Ist die Nutzenfunktion u konkav und die Verzerrungsfunktion ¢ konvex, so ist
eine gleichméafige Aufteilung des zu investierenden Betrages insbesondere dann
optimal, wenn die n Anlagemdoglichkeiten als unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen angesehen werden kénnen.

Ist ¢ nicht mehr konvex, so kann selbst bei konkaver Nutzenfunktion und un-
abhéngigen und identisch verteilten Anlageméglichkeiten i.a. nicht mehr auf eine
gleichméflige Diversifikation geschlossen werden. Dies illustriert das folgende Bei-
spiel.

Beispiel 8.1 (u konkav, aber keine gleichmiflige Diversifikation) Wir be-
trachten zwei unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, und X5, die
die Ertrige zweier Anlagemdglichkeiten beschreiben. Die Verteilung von X (und
Xs) sei gegeben durch

PXI:[

= O
Y[y



136 8. AU UND CEU IN ANWENDUNGEN

Der ET habe die monoton wachsende und konkave Nutzenfunktion u : [0,1] — IR,
u(r) =1— (1 —z)? und die konkave Verzerrungsfunktion ¢ = u. Die Verteilung
von Z, = aXy + (1 — a) Xy ist gegeben durch
0 a l-a 1
P = [ 1111 ]
i 4 4 4

und der antizipierte Nutzen dieser Lotterie fir 0 < a < s durch

AU(Za) = u(0) + [u(a) —u(0)]q(3)
+ [u(l — @) —u(a)]q(3)
+ [u(l) —w(l - a)lg(y) -
bzw.
AU(Z,) = 12 + 6a — 82

Man errechnet leicht, daff AU(Z,) sein Mazimum fir o = % annimmt. Also ist in
der oben beschriebenen Situation eine Investition von 3/8 des Betrages in Anlage

1 und 5/8 des Betrages in Anlage 2 (oder auch umgekehrt) optimal.

Wir zitieren ein weiteres Ergebnis aus EU (Samuelson 1967):

Ist E(X;) > E(Xj), j = 1,...,n, und ist X; unabhéngig von (Xs,...,X,),
so investiert jeder risikoaverse EU-Maximierer (d.h. jeder EU-Maximierer mit
konkaver Nutzenfunktion) einen positiven Betrag in die Anlage X;.

Diese Aussage ist in AU i.a. nicht mehr giiltig, d.h. selbst wenn eine der zur
Auswahl stehenden Anlagen unabhéngig von den anderen Anlagen ist und einen
Erwartungswert hat, der echt grofler ist als der aller anderen Anlagen, ist nicht
gewidhrleistet, dal ein stark risikoaverser AU-ET (d.h. ein AU-Maximierer mit
konkaver Nutzen- und konvexer Verzerrungsfunktion) einen positiven Betrag in
diese Anlage investiert. Dies wird deutlich wenn man den Extremfall betrachtet,
in dem g = 1y, ist. In diesem Fall agiert der AU-Maximierer nach dem Maximin-
Prinzip. Stehen dann zwei stochastisch unabhéngige Anlagen zur Verfiigung, so
investiert der ET den vollen Betrag in die Anlage, deren schlechtestes Ergebnis
am giinstigsten ist. Aber nicht nur in diesem Extremfall, sondern auch bei stetiger
Verzerrungsfunktion ist das eben beschriebene Verhalten moglich.

Beispiel 8.2 (Keine Diversifikation) Wir betrachten einen AU-ET mit Nut-
zenfunktion u(x) = —e™" und Verzerrungsfunktion q(x) = x°. Betrachtet werden
die beiden stochastisch unabhdingigen Anlagen

PX:[:Q %] und PY:[_ll }]

2 2 2 2

Dann ist E(X;) = 0 = E(Xs). Der ET ist risikoavers. Fir a € [0,1] ist die
Verteilung von Z, = aX + (1 — a)Y gegeben durch

1 1 1

PZa_l—l—oz —1+3a 1-3«a 1—1—04]
= 1 .

4 4 4 4
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Fir0 < o < 3 ist

14a (81 _ pl3a 211 _ e lH3a 31 _ e l-a 1
1024 1024 1024 1024

Wir betrachten die Funktion f :«a — AU(Z,). Man rechnet leicht nach, dafs

AU(Z,) = —e

1
! - I4a 1-3c “14+3a _ —l-a
f(@) =~z (7817 — 633¢! 7 1 03¢ e1-)
und
@) =~1om (781e! 4 1899¢! 75 4 279¢ 13 4 717 <
ist. Fs ist ,
"(0) = ——— (148¢ + 92¢71) < 0.
f'(0) 1024( 8e +92e )<()

Also ist f in |0, é] streng monoton fallend und konkav. Genauso zeigt man, dafs
f auch in [%, 1] monoton fallend ist. Da f stetig ist, ist f somit in [0, 1] monoton
fallend. Das Maximum wird daher fir « = 0 angenommen. Das bedeutet aber,

dafs der Investor sein ganzes Kapital in Anlage Y investiert.

8.3 Kauf- und Verkaufspreise

Dow und Werlang (1992) betrachten das Problem aus Abschnitt 8.2.1 unter den
Annahmen, dal keine objektiven Wahrscheinlichkeiten gegeben sind und dafl
Leerverkaufe der Anlage moglich sind.

Das SEU-Modell schreibt unter diesen Anahmen fiir einen risikoaversen oder
risikoneutralen ET (d.h. einen ET mit konkaver Nutzenfunktion) das folgende
Verhalten vor.

e Ist p < F(X), so investiert der ET einen positiven Betrag in die Anlage.
e Ist p > F(X), so verkauft der ET einen positiven Betrag der Anlage leer.

Der ET wird also bis auf den Fall p = E(X) in jedem Fall mit der Anlage handeln,
sei es, daf3 er Anteile erwirbt oder dafl er Anteile leerverkauft.

Nach Dow und Werlang (1992) beobachtet man in der Praxis ein anderes Ver-
halten. Der Héndler investiert in eine Anlage, falls deren Preis unter einer ge-
wissen Schranke cp liegt und tétigt Leerverkdufe der Anlage, sobald deren Preis
eine zweite Schranke cg iibersteigt, wobei i.a. cg < cg ist. Es existiert somit
ein Intervall derart, daf§ der Handler fiir Preise in diesem Intervall Anteile we-
der kauft nocht verkauft. SEU fordert jedoch, dafl cg = cg ist, d.h. da} beide
Schranken identisch sind. Dow und Werlang (1992) erkldren das in der Praxis
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beobachtete Verhalten durch die Annahme, daf3 der ET ein unsicherheitsaverser
CEU-Maximierer ist. Der Kauf eines Anteils der Anlage wird durch die Zufallsva-
riable X — p beschrieben, der Leerverkauf eines Anteils durch die Zufallsvariable
p — X. Der subjektiv erwartete Gewinn aus dem Kauf eines Anteils ist dann fiir
einen CEU-Maximierer durch E,(X)—p gegeben, der Gewinn aus einem Leerver-
kauf durch p + E,(—X). Man wird also erwarten, daf fir p < E,(X) die Anlage
gekauft, fir p > —E,(—X) verkauft wird. Zunéchst mufl man sich fragen, unter
welchen Bedingungen —E,(—X) > E,(X) ist. Das folgende Lemma liefert eine
hinreichende Bedingung hierfiir.

Lemma 8.1 Sei p eine stark superadditive Kapazitit auf einem MefSraum
(Q,.A). Dann gilt fiir alle p-integrierbaren Funktionen X : Q — IR

E,(X) < —Eu(=X)

Beweis: Nach dem Subadditivitéts-Theorem (Satz 2.1) ist 0 = E, (X + (—X)) >
E,(X)+ E,(—X), was wiederum zu —E,(—X) > E,(X) &quivalent ist. ]

Der folgende Satz prézisiert nun die oben formulierte intuitive Vorstellung iiber
das Verhalten eines CEU-Maximierers.

Satz 8.5 (Dow und Werlang 1992) In einem CEU-Modell sei u zweimal dif-
ferenzierbar, v > 0, u” < 0 und p stark superadditiv. Dann kauft der ET die
Anlage, wenn p < E,(X) ist, und nur dann, wenn p < E,(X) ist. Der ET ver-
kauft die Anlage, wenn p > —E,(=X) ist, und nur dann, wenn p > —E,(—X)
181.



Anhang A

Mathematische Grundbegrifte

A.1 Ordnungsrelationen

Eine binére Relation R auf einer Menge X heifit

reflexiv, wenn fiir alle x € X gilt xRz,

o symmetrisch, wenn fiir alle x,y € X gilt xRy = yRx,

transitiv, wenn fiir alle x,y, 2z € X gilt tRy AyRz = xRz,

antisymmetrisch, wenn fiir alle x,y € X gilt xRy ANyRx = z =y,

vollstindig, wenn fiir alle x,y € X gilt xRy V yRx.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heifit A quivalenzrelation. Ist
x € X und R eine Aquivalenzrelation, so bezeichnen wir mit z* die Menge

" ={y € X|zRy}.

z* heift die zu z gehorige Aquivalenzklasse. Die Aquivalenzklassen bilden eine
Zerlegung der Menge X, d.h. jedes Element z € X ist in genau einer Aquivalenz-
klasse enthalten. Die Menge aller Aquivalenzklassen von X bezeichnen wir mit
X*.

Eine Relation R auf einer Menge X heifit

e Priordnung, wenn sie reflexiv und transitiv ist,
e partielle Ordnung, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist,
e schwache Ordnung, wenn sie transitiv und vollsténdig ist,

e (lineare) Ordnung, wenn sie transitiv, vollstindig und antisymmetrisch ist.
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Fiir diese Relationen benutzt man oft die Symbole < oder <. Ist eine Relation
vollsténdig, so ist sie auch reflexiv. Insbesondere sind also auch schwache Ord-
nungen und lineare Ordnungen reflexiv.

Ist < eine schwache Ordnung, so sind die Relationen =, <, > und ~ wie folgt
definiert:

o r -y &< y=u,
e r <y < r=XyAwy=uzx,
o>y <= y=<uz,
e r~y &< TzXyANy=z.
Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Definiert man auf der Menge X* aller
Aquivalenzklassen eine Relation durch

=Myt = <y,

so ist =<* wohldefiniert und eine lineare Ordnung auf X*.

Sind (X;, =X;), i = 1,2, linear geordnete Rdume und definiert man auf dem Kar-
tesischen Produkt X; x X5 eine Relation < durch

(21, 22) 2 (y1,y2) <= x1 =1y und 22 =<5 Yo,

so ist < eine partielle Ordnung auf X; x Xs. < heifit die von <1 und <4 induzierte
partielle Ordnung auf X7 x Xs.

Seien (X, <), (X;, =;), ¢ = 1,2, mit einer Prdordnung versehene Réume.

e Eine Funktion f : X; — Xy heifit isoton, wenn fiir alle x,y € X; gilt
=1y = f(z) 22 f(y)

e Eine Funktion f : X; — X, heifit antiton, wenn fiir alle z,y € X; gilt
=1y = fy) =2 f(2)

e Eine Menge A C X heifit obere Menge, wenn gilt x € A,z 2y =y € X.

e Eine Menge A C X heifit untere Menge, wenn gilt x € A,y 2z =y € X.

Sei = eine bindre Relation auf einer Menge X. Eine Funktion u : X — R
reprasentiert <, wenn gilt

r=y = u(z) <uly).
Sei (X, <) ein linear geordneter Raum, x € X und A C X.

e 1z heifit obere (untere) Schranke von A, wenn = = a (x < a) fir alle a € A
gilt.
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e 1 heifit Supremum (Infimum) von A, wenn x obere (untere) Schranke von A
ist und fiir jede andere obere (untere) Schranke y von A gilt <y (x = y).
Man schreibt dann z = sup A bzw. x = inf A.

e 1 heit Mazimum (Minimum) von A, wenn x Supremum (Infimum) von A
und x € A ist. Man schreibt dann x = max A bzw. x = min A.

e A heifit beschrinkt, wenn A sowohl eine untere als auch eine obere Schranke
besitzt.

Fiir einen linear geordneten Raum (X, <) verwenden wir die folgende Notation:
Hat X ein Maximum (Minimum), so bezeichnen wir dieses mit co (—o0). Fiir
a,b € X ist (a,b] = {z € X|a < x = b}. Die Bezeichnungen [a, b], [a,b) und
(a,b) sind analog zu verstehen. Hat X kein Maximum, so ist (a,co] = (a,00) =
{z € X |a < z} und [a, 0], [a, 00) sind entsprechend definiert. Die Bezeichnungen
[—00,a), (—00,a), [—00,a] und (—oo,a] fiir RAume ohne Minimum sind analog
zu interpretieren.

A.2 Maf3theorie

Sei €2 eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von €2 heifit die Potenzmenge von
Q. Wir bezeichnen sie mit P(2). Eine Familie A von Teilmengen von 2 heifit
Algebra wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

Al: ,Q € A,
A2: Ac A= A A,
A3: ABeA=AUBeA.

Insbesondere enthilt eine Algebra A mit je zwei Mengen A, B auch deren Durch-
schnitt AN B. A heifit o-Algebra wenn an Stelle von A3 die stéirkere Eigenschaft
A3 gilt:

A3': Fiir jede Folge (A,,)new von Mengen aus A liegt U2, A, in A.

Es sei (A, )new eine Folge von Mengen. Wir schreiben

A, /', wenn Ay C Ay C ... ist,

A, ., wenn A; D Ay D ... ist,
A, /A wenn A, /' und A =7, A, ist,
A, N\ A, wenn A, \, und A =2, A, ist.
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Ist A, /', so nennen wir die Folge aufsteigend, ist A, \,, so nennen wir sie
absteigend. Ist A,  oder A, \,, so schreiben wir auch lim,,_. ., A, = A.

Sei €2 eine Menge. Ein Familie A von Teilmengen von €2 heifit monotone Klas-
se, wenn die Vereinigung jeder aufsteigenden Folge und der Durchschnitt jeder
absteigenden Folge von Mengen in A wieder in A liegt. Insbesondere ist jede
o-Algebra eine monotone Klasse.

Ist Q eine Menge und A eine o-Algebra auf €2, so nennt man (2, A) einen Mef-
raum.

Wir bezeichnen jede Funktion x4 : A — IR mit u(0) = 0 als Mengenfunktion. Eine
Mengenfunktion p heift

e normiert, falls () = 1,
e nichtnegativ, falls p(A) > 0 fiir alle A € A,
e monoton, falls fir alle A, B € A gilt: A C B = pu(A) < u(B),

e endlich additiv, falls fiir alle A,B € Amit ANB =0 und AU B € A gilt
#(AU B) = u(A) + u(B),

e o-additiv, falls fur jede Folge (A,)new paarweise disjunkter Mengen aus 4
mit U, A, € A gilt: (U2, A,) =30%, u(Ay).

Eine nichtnegative, endich additive Mengenfunktion p auf einer Algebra A heifit
Inhalt. Ein normierter Inhalt heiflt endlich additives Wahrscheinlichkeitsmafs. Ei-
ne nichtnegative, o-additive Mengenfunktion auf einer o-Algebra A heifit Maf.
Ein normiertes Mafl heifit Wahrscheinlichkeitsmaf§ oder kurz W-Maf. Ist P ein
Wahrscheinlichkeitsmafl und (€2, .4) ein Mefiraum, so heifit das Tripel (2, .4, P)
Wahrscheinlichkeitsraum oder kurz W-Raum.

Die kleinste o-Algebra auf IR", die alle offenen Mengen enthélt heifit die Borelsche
o-Algebra auf R". Wir bezeichnen sie mit B". Statt B! schreibt man auch B. B
ist auch die kleinste o-Algebra auf IR, die alle Intervalle enthélt.

Fiir i = 1,2 sei A; eine Algebra auf Q; und f : Q; — Qo. f heifit A; — Ay-mefSbar,
wenn fiir jedes A € Ay die Menge f~1(A) = {w € Q| f(w) € A} in A; liegt. Ist
klar, welche Algebren gemeint sind, so sagt man auch kiirzer f ist mefbar. Ist
p eine Mengenfunktion auf (Q,.4;) und ist f A; — Ay-mefbar, so wird durch
p! (A) = u(f~1(A)) eine Mengenfunktion auf (s, .As) definiert. p/ heifit das Bild
von p unter der Abbildung f.

Sei €2 eine Menge und A C (2. Die Funktion

La(w) = {1, falls w € A,
A0, fallsw ¢ A,

heifit die Indikatorfunktion von A.
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A.3 Der Satz von Daniell-Stone

Sei () eine beliebige Menge und F eine Menge reeller Funktionen auf Q2. Ist F
ein reeller Vektorraum und enthélt F mit je zwei Funktionen f und g auch die
Funktionen min{ f, ¢} und max{f, g}, so heiit F Vektorverband reeller Funktio-
nen. Diese Bedingung ist insbesondere dann erfiillt, wenn F mit jeder Funktion
f auch die durch w +— | f(w)| definierte Funktion |f| enthélt. Mit F, bezeichnen
wir die Menge der Funktionen f € F mit f > 0. Mit Az bezeichnen wir die
kleinste o-Algebra auf €2, beziiglich der alle f € F mefibar sind.

Sei F ein Vektorverband und L eine Linearform auf F (d.h. eine lineare Abbildung
L:F — R). L heifit positiv, wenn L(f) > 0 fiir alle f € F,.

Satz A.1 (Daniell-Stone) Sei Q cine Menge, F ein Vektorverband reeller
Funktionen, der die konstanten Funktionen enthdlt, und L eine positive Line-
arform auf F. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt genau ein Maf 1 auf Ax mit
L(f) :/fdu fiir alle f € F.

(i1) Fiir jede absteigende Folge (fn)new in F mit fr, \, 0 gilt

lim L(f,) = 0.

n—oo

Beweis: Siche z.B. Ash (1972), S. 175.

A.4 Der Satz von Hahn-Banach

Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Funktion [ : X — IR heifit sublinear, falls
l(ax) = al(x) fir alle « € Ry, 2 € X, und I(z +y) < I(z) + I(y) fiir alle
x,y € X.

Satz A.2 (Hahn-Banach) Sei X ein reeller Vektorraum und p : X — IR sub-
linear. Sei' Y ein Teilraum von X und l :'Y — IR eine lineare Abbildung mait
l(x) < p(x) fir alle x € y. Dann gibt es eine lineare Abbildung L : X — TR mit
L(z) = l(x) fir alle x € Y und L(z) < p(z) fir allex € X.

Beweis: Siche z.B. Ash (1972), S. 139.



Anhang B

Axiomatisierung von CEU

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Beschreibung von vier verschiedenen
Axiomatisierungen von CEU-Modellen. Zur Formulierung der Axiome benutzen
wir die folgende Notation. Sind f, g Aktionen und ist A C S, so bezeichnen wir
mit fag_a die Aktion, fiir die gilt

[ f(s), fallsse A,
fag-a(s) = {g(s), falls s € A°.

Wir identifizieren die Konsequenz x € C mit der Aktion, die in jedem Zustand die
Konsequenz x ergibt. Notationen wie xay_a, f-axa, f-af(s)a oder f_aza_pys,
wobei f € F und z,y € C, sind daher in analoger Weise zu verstehen.

B.1 Ein Anscombe-Aumann-Ansatz:
Schmeidler (1989)

Es sei ((5,.A),(C,D),Fy, =) ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit. Der
Konsequenzenraum C sei die Menge aller Lotterien mit endlichem Tréager auf
einem Raum I'. F, sei die Menge aller beschrinkten!, A-meBbaren Funktionen,
Fo die Menge aller A-mefibaren Funktionen mit endlichem Wertebereich. Fiir
u: T — IR sei EU,(z) der Erwartungsnutzen der Lotterie x € C.

S1: Schwache Ordnung. Die Relation < ist eine schwache Ordnung auf F.

S2: Komonotone Unabhiingigkeit. Fiir alle komonotonen? Aktionen f, g
und A in Fy und fir alle « € (0, 1) gilt:

f<9g = af+(1l-—a)h<ag+(1—a)h.

'Eine Aktion f : S — C heifit beschrinkt, wenn es z,y € C gibt, so dal x < f(s) < y fiir
alle s € S.
2Zur Definition von Komonotonie sieche Definition 2.5.
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S3: Stetigkeit. Fiir alle f, g und h in Fy gilt: Ist f < g < h, so gibt es o, 5 €
(0,1),sodaB af + (1 —a)h < g < Bf + (1 — B)h.

S4: Monotonie. Fiir alle f und g in Fy gilt: Ist f(s) < g(s) fiir alle s € S, so
ist f <g.

S5: Nichttrivialitat. Es gibt f,¢ in F mit f < g.

Satz B.1 (Schmeidler 1989) FErfillt eine Relation = die Aziome S1-S5, so
gibt es eine Funktion u : I' — R und eine Choquet-Kapazitit p auf (S,.A), so
dafs = durch

o /5 EU,(f)dp

reprasentiert wird. Dabei ist p eindeutig. u ist eindeutig bis auf positive affine
Transformationen.

B.2 Ein Savage-Ansatz: Gilboa (1987)

Es sei ((S,P(9)), (C,D), Fp, <) ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit.

Definition B.1 (f-konvex) Sei f € F. FEin Ereignis A C S heifit f-konvex,
wenn gilt: Ist f(r) < f(s) < f(t) und sind r,t € A, so ist auch s € A.

G1: < ist eine schwache Ordnung.

G2: Furalle A, BCS, f,g,u,ve F,a,(,7,0 €C,a <, 3 <0, fir die sowohl

foaca, foava, g-aBa, g-a04 als auch u_gap, u_pvyp, v_pBp, v_pdp jeweils
paarweise komonoton sind, gilt

foaca ~u_pag N g-aPBa 2v_pBp
N foaya 2 u_pYB
= g-404 2 v_pop

G3: Firallex,yeC, fe F, AC Sgilt: Ist z < y, soist auch f_4x4 <X f_Aya.

G4: Es gibt z,y,z € Cmit z <y < 2.

G5: Firallez,y € C, f,g € F und A C S gilt: Sind f_az4 und f_4y4 komono-
ton und ist f a4 < g < f_aya, sogibtes B C A, sodaB f_az4 _pyp ~g.

G6: Seien (f,,)nen eine Folge in F, x,y € C,y < x und A C S. Ist f,(s) < y fur
alle n € IN und alle s € S und ist f,41 ~ (fn)_az4 fiir alle n € IN, so ist A
ein Null-Ereignis.

GT7: Fiir alle f,g € F und alle f-konvexen Ereignisse A C S gilt:

Ist foaf(s)a = g firallese A soist f > g.
Ist foaf(s)a X gfurallese A soist f <g.
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Satz B.2 (Gilboa 1987) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Relation < erfillt die Aziome G1-GT.

(ii) Es gibt eine beschrinkte Funktion v : C — IR und eine Choquet-Kapazitit
p auf P(S), so daff < durch

£ (o fdp
reprdsentiert wird.

Dabei ist o eindeutig. u ist eindeutig bis auf positive affine Transformationen.

B.3 Ein topologischer Ansatz: Wakker (1989)

Es sei ((S,P(9)), (C, D), F, =) ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit. Der
Zustandsraum S sei endlich. Der Konsequenzenraum C sei ein zusammenhéngen-
der, separabler topologischer Raum. F = C® die Menge aller Funktionen von S
nach C. F sei mit der Produkttopologie versehen.

Eine binére Relation < auf einem topologischen Raum F heif3t stetig, wenn fiir
alle f € F die Mengen {g € F|g < f} und {g € F|g > f} offen sind.

W1: Schwache Ordnung. = ist eine schwache Ordnung.

W2: Stetigkeit. < ist stetig.

W3: Nichtdegeneriertheit. Es gibt ein Ereignis, das weder null noch universell
ist.

W4: Komonotone Tradeoff-Konsistenz. Fiir alle s,t € S, f,g,u,v € F,
a, 3, v,0 € C, fiir die sowohl f_sas, g-sBs, f-sVs, g—s0s als auch u_;ay,
V_¢ B, Uy, v_40; jeweils paarweise komonoton sind, gilt

fos@s 2 g_sBs N u_poy = vy
N foss = g—s0s
= U7t i ’U,t(st

Satz B.3 (Wakker 1989a,b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Relation < erfillt die Aziome W1-WA4.

(ii) Es gibt eine stetige Funktion u : C — IR und eine Choquet-Kapazitit p auf
P(S), so dafs < durch

£ (o fdp
reprdsentiert wird.

Dabei ist in (ii) p eindeutig. u ist eindeutig bis auf positive affine Transforma-
tionen.
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B.4 Ein algebraischer Ansatz:
Nakamura (1990)

Essei ((S,P(S)), (C,D), F, =) ein Entscheidungsproblem unter Unsicherheit. Der
Zustandsraum S sei endlich.

N1: Schwache Ordnung. = ist eine schwache Ordnung.
N2: Beschrinktheit. Fiir jedes f € F gibt esx,y € C,sodall x < f <.

N3: Nichttrivialitit. Es gibt ein Ereignis A C S, das weder null noch universell
ist.

N4: Losbarkeit. Fiir alle f € F, x,y,z € C, A C S gilt: Ist z42_4 <X [ =<
Yaz_a, s0 gibt esa € C,sodall f ~axz_4.

N5: Monotonie. Fiir alle A C S, A nicht null, und z,y, 2z € C mit x,y < z gilt:
T XY = TaZ-a X YaZ-a.
Fiir alle A € S, A nicht universell, und z,y,z € C mit z < x,y gilt:
TRY < ZAT_A 2 ZAY-a.

N6: Monotonie. Fiir alle z,y € C, A, B C S gilt: Ist x < y und A C B, so ist
TpY-B X TAY-A-

N7: Archimedisches Axiom. Jede streng beschrinkte Standardfolge® ist end-
lich.

N&: Symmetrie. Fiir alle Partitionen {A;,...,A,} von S, A C S, =z, y,
Tlyeooy Loy Yly oo oy Yny 215.--,2n €Cgilt: Ist 21 2000 2z, 1 2000 =Xy,
mzij,Z:l,n,

| Y T L
2 [AC A]’Z 1,...,n,

Ty -+ In y1 0 Yn
L [z‘h An} und yN[Al An]’

so gilt auch
Y x 21 PN Zn
Ac A A - Ay

Satz B.4 (Nakamura 1990) Erfillt die Relation < auf F die Aziome N1-N8,
so gibt es eine Funktion u : C — IR und eine Kapazitit p auf P(S), so dafy =
durch

£ (o fdp

reprasentiert wird. Dabei ist p eindeutig. u ist eindeutig bis auf positive affine
Transformationen.

3Zur Definition einer Standardfolge siehe Definition 7.1. Eine Standardfolge {a;} heif} streng
beschrankt, wenn es b, ¢ € C gibt mit b < a; < c fiir alle 3.
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